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ОЦЕНКА НЕКОТОРЫХ СУММ, СОДЕРЖАЩИХ ПРОСТЫЕ ЧИСЛА 


В работе даются оценки тригонометрических сумм, зависящих от зна- 
чений многочлена, аргумент которого пробегает последовательность 
простых чисел. Результаты настоящей работы в соединении с преды- 
дущими дают оценку лаких сумм для всех возможных случаев прибли- 
жения старшего коэффициента многочлена посредством рациональной 
дроби. 

Настоящая работа является дополнением к моим прежним работам. 


содержащим оценки сумм вида 


Я ве (р) р"-Е.., Ор, 


ЗЫ 


где п. — постоянное и р пробегает простые числа. 
Важнейшие случаи ‘оценки суммы 9, достигаемые моим методом. 
теперь в основном исчерпаны. 
Правда, точность результатов можно еще зиачительно улучшить. 
В особенности это относится к частным случаям, папример, к слу- 
чаАЯМ ; 
Го, 


"Гол же метод, очевидно, можно применять, при известных условиях, 
и в случае, когда ](2) не является многочленом. 

Оценки, получаемые в настоящей работе, зависят от характера 
приближения старшего коэффициента многочлена посредством рацио- 
нальной дроби. Однако можно также рассматривать оценки, зависящие 
от других коэффициентов многочлена. 

ЛЕММА 1. Пусть п целое постоянное _ 8, Р целое 1, т цели: 


—- 0, 
1 (2) == аа” -Е... р оаа, 
9. ..., 1 вещественные, 


Р 
х— У етт/®). 
Ре 
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Тогда * имеем 
и И 
А ь = 19.2 ов 
ЛЕММА 2. Пусть п целое постоянное 2, М целое > с, где с, — 
достаточно большое постоянное — 1, 
ц= 105 М, т целое > 0, 
(а) = от - ... Роз, 
ап, .... в, вещественные, 
а 0. -- 
Е а О = 0, [9 [=1, 
0 а о <. И = М, 
$= ох е?тт/ (ху), 
м м 
где у пробегает целые числа некоторой последовательности (у) с усло- 


вием 
Уи 


и х, при данном у, пробегает целые числа некоторой последователь- 
ности (т) с условием 


Тогда? имеем 
ИР, О 4 фу ме 1 
_ п Ра Нм к Жо 19.618 (108 п)? 
ТЕОРЕМА 1. Пусть п целое постоянное : -2, № целое и 
=108 М, Ё целое _. 0, 


1(%) = ид... ах, 


бп, ...› 9: вещественные, 
бы (а, 4) = 1 й 0, [0] = 1, 
Е у" 55 
шй( 9, = )< ев, 
5] зе 
Е № е?я Фр), 
р<М 


где р пробегает простые числа. 


Тогда имеем 
41 


8 
К2 2 \ = 
О о р ВЕЕТ 
5«( И л*`) о 39.98 (105 2)? ° 
Доказательство. 14° Имеем 
% а 
5=Ув(4)5а, 5а= ХУ ета, 
о<т< 


* Лемма 7 моей работы «Некоторые общие леммы и их применение к оценке 
тригонометрических сумм» печатается в «Математическом сборнике». 
* Лемма 8 моей работы, указэнной в сноске * (частный случай). 
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где 4 пробэгает чизла последовательности (4), состоящей из делителей 
произведения всех простых чисел, не превосходящих УМ. Отеюда 


5=Т.—Т, РОСИМ,, 


2% > ет (та), 1 = =» № еж (та), 


(4, ) т (а,) т 


це '(45) обозначает часть последовательности (4), содержащую числа 
с четным числом простых сомножителей, и (4,) сбозначает часть после- 
довательн ости (4), содержащую числа с нечетным числом простых сомно- 
жителей. Суммирование в обзих суммах распространяется лишь на пары 
значений т и 4, удовлетворяющие услогию 
та = М. 


`2° Дальнейшие рассуждения булут относиться к какой-либо одной 
из сумм Т, и Т,. Эту избранную сумму мы обозначим символом 
Т.. Соответствующую из последовательностей (4,) и (4,) мы обозначим 
символом (4,). 

3° Положим 


еде У—— 


оценим спачала часть Т’суммы Т., отвечающую значениям 4 < 4.. 
Здесь, согласно лемме 1, имеем 


ат, 94” 
5 < __ м" ) 


откуда, суммируя на есе 4 — 4%, имеем 
м (+ Е к й 


№ _ 19.2403 109 п. 


4° Далее мы оценим часть Т” суммы Т. с условием 


№. 
та * 


№ о е?тА® (ат) 


М 
<а<а. ' 


4% < ‚ = 


Здесь имеем 


и. согласно лемме 2, Е 


и жа й м. Е ИРЕЫ: ие Во 9 
Г <-> а Ня: св `` 19.608 (106 п)? 

5° Остается рассмотреть часть Т’” суммы Т., отвечающую случаю 
4 Му". Здесь, меняя порядок суммирования, будем иметь 


И Пе 
т 
г \е т пробегает значения 
А. [951 


4, при каждом данном т, пробегает значения с условием 
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6° Последовательность (45) мы разбиваем на две последовательности: 
последовательность (4”) с условием, что все простые делители @ будут 


та 
ый, 


и последовательность (4’) с условием, что по крайней мере один 


простой делитель 4 будет 


п, 
а - 
м] 
Число Ё чисел а = -7_ Последовательности (4”) будет 
о 
о 
НИ Я 
< ыы 2 : 
Действительно, если такое @ имеет № простых сомножителей, то 
в М 
м 
4о 


(пи №>Унв-у. 


Поэтому число (4) делителей такого 4 наверно будет 


В, 
Но имеем 


= ([ м] )< тж (+9 


Поэтому 


т 


ею = 


о (е) 
7` Соответственно указанному в 6’ (подразделению (45) на (а’) 
и (4”) имеем 
чт т’ й АА № э—Ув 
т (т) = 7’ (т) Т" (т) = т’ т) 0(11 2 "№. 
Но максимум числа простых сомножителей каждого: 4 будет 
-ы.. 
Поэтому 
т. (т) = УТ, (т), 
в 
где Т,(т) обозначает сумму 
Т, (т) = о е?т®/ (та), 
распространенную на числа {4 последовательности (4’) с условием 
Ее УИ 
п 
содержащие ровно х простых делителей > 4%. 
8° Чтобы оценить Т, (т), мы оценим более общую сумму 
У (т) а м > ет (ти), 
тю 
где и пробегает простые >> 4%, принадлежащие (4), и », при данном и, 


пробегает числа с условием 
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нринадлежащие последопательности, дополняющей (45) до 4, и содер- 
жащие ровно х—1 простых сомножителей ° 40. Все члены 
ета) 


суммы Т,(т) войдут и в (т). При этом каждый член может быть 
представлен в форме 
ета (ти) 


# 
х различными способами. Далее в Т»(т) могут входить еще и члены 
вида 


м м 

4ор* Е тр? } 

где р простое > 49. Каждый такой член входит в ТГ»(т) один раз. 
Число же чисел р?е, с условием 


ее? (тр?с,) . 


до 9 м 

Га ке РЕ 
отвечающих данному р, будет 

< т 
Поэтому 
. №М 
То (т) =хТ, (т) +0 (У п )=>ТИт)-+0( т ) 
40 <ь<УМ 


Т, (т) = Ть(т) +0(„; 4"). 


М№ а 
9° Но, согласно лемме 2 (здесь о ИМ, причем сумму рассмат- 
[о 


риваем как разность двух сумм), 


кт" ИМ)"т кт’ ат” 

Го (т) < т ( № — 4 №" м < 
М ит” чт С: 
о 


откуда, ввиду 8°, 


М ат” т 
тит) < (—" р вы М" Рая) в. 


Отсюда, ввиду неравенства 
, АИС 
пол (4, 


М . 7 ® 1 
ПН) В 
т Ч о 


находим 


ри!!! каз 945 Ч т - 
АМ, - . Ре и. 106 в 108 4%. 


10° Теперь, ввиду 9°, 4°, 3°, 2 и 41°, имеем 
28 К 
«М в 4, № Г) мы | 1 | ое 
+ Мы 105 [108 4% (= + =)" 


|] 
ро 19.2413 109т ? И в т 2 
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или, проще, 1 Кат 94° 1 т ад" т’ 105п 
емо ( и Ими) м". 


11° Теперь положим 


У хх 
отт (4, №"9*) те 10ЕП 


Фо = 12 


м 


Тогда окажется 4, <е”", причем будем иметь 


3 
И, №94 \8 = Е 
Ми"), Зря? 


что и доказывает нашу теорему. 
‘Замечание. Теорема 4 является дополнением к теореме 2, ука- 
занной в сноске 1 моей работы, где для случая 


мною была дана оценка 
3 
№ №, 698 5105 
о 
в— 1 
— 4978 (106 п)? * 


ЛЕММА 3. Пусть Р целое -1, т целое > 0, 


Р 
й (5) — 9222 -- 4х, $5 = о е?тят(х) - 
х=1 


а, и о, вещественные, 


0 
ст а ое 9 
Тогда имеем 

1 


5«Р[ (По )юва |. 


Доказательство. Очевидно, достаточно ограничиться случгем 
Р>с:, 9>с., где с, и с, — достаточно большие постоянные ` 
Имеем 


РР Р ту" 
= о № епт [вл (х* — 9") +0: (2-91 & > | > е?п Этаьйу 


х=1у=1 Е=-Р у=у 


где у’и У” — некоторые числа с условием 


р р, 


‚ : 1 
Но последнюю сумму можно разбить на 


-- 4 


Отсюда находим 


тР 
й 
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сумм, каждая из которых приводится к виду 


а’ 
х ый 
а 
#=0 
Находим 


7 0' а5 9” , " 
та Е: ЕЕ 9, 191 =, 
ры р - 20”” 
(= (=), 


где р—модуль абсолютно наименыпего вычета числа а2--} по мо- 
дулю 09. 
Отсюдэ находим 


пене) 


откуда и следует лемма 3. 
ЛЕММА 4. Пусть 
(аа, али, 
а, и о, вещественные, 


(а,9)=1, 9>0, [9|<1, 


т целое положительное, М№ целое > су, где с, достаточно большое 
постоянное > 1, в= 108 М, 

Уи. 
Ем Функция, определенная для всех целых положительных М№М> с. 
Далге, Ф(У) 06б0значает функцию, принимающую для всеф целых у 
интервала 

У у=У) 

неотричательные значения. При этом, каковы бы ни были у: и У, 
с условием 

У < У: < 9. = У,, 
всегда имеем 


ХУ в «РК. 


у: <у<у» 


бмв) У, 
У х 


где у пробегает целые числа некоторой последовательности (у) с усло- 
вием 


Пусть, наконец, 


Те у =. 


и т, при данном у, пробегает числа некоторой последовательности (х) 


с Условием 
№ М 
Мм. 
У у 
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Тогда имеем 


се 

т 4 т О Е 
(Ну +м) 
Доказательство. 41° Полагая для простоты 


2 [3 


и ограничиваясь пока случаем У, < 2У., имеем 


51< Ув У У Уеттие-оичее-ю0т, 
2 р 


где 2 пробегает все целые числа в пределах } 
Та 
Изменяя порядок суммирования, имеем 
2 : 
5 «У, Ем®, = №2 ее 
АЕ 2 
причем х и #4, пробегают числа последовательности (5), лежащие 


в ряде 
и 


а 2 при каждой данной паре х и х, пробегает все целые числа с усло- 
вием 
пах( У Ум Е С у РМ № 
у Е 
2° Имеем (метод Вейля) 


кр еее 
«Р* о х - И 


Часть 9”, отвечающая случаю 
(#-2,) (1—2) Е=0, 


4х7? 1 1 
< РУ? (> $ 1). 
Остается. рассмотреть часть Й/, отвечающую случаю 
2т (= 2.) (1 — 2) Е =0. 


очевидно, будет 


Здесь имеем 
2тих-- <) (5—2) < тР*У,, 
причем число Ф(и) решений уравнения 
2т (х- 1) (2—2) =и 
удовлетворяет условию 


Ув 2 < Р'Уцуг. 
Поэтому найдем 


И < РУз У пит (У Дашу). 
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Но последнюю сумму можно разбить на 


тРУ о 


< 
4 


1 


сумм, каждая из которых может быть представлена в форме 


а’ 
ь 2 1 р 
Е (у ета) 0 оч 9 =4. 
—1 
Имеем 


7+0 ый “АИ, [9—1 о 


вый =(@=°), 


где р модуль абсолютно наименьшего вычета числа ай - } по модулю 4. 
При У, < 4 имеем 
В и З 
Т<«74у'+ У = < У. а. 
р>4701+1 
Если же У, > 0, то имеем 
2 
< НХ: «уе 
р>2 

Следовательно, 


2 6 РУ 
РР ед (Пт). 


Ч 
Теперь имеем 


р 
Отсюда 
5 1 о в 
2 2-х;2 4 4 27.18 8 
5 «Р УоРь ВН, З«МЕць ВН , 
что и доказывает нашу лемму, так как в общем случае всю сумму 
можно разбить на «р сумм расемстренного типа. 
Замечание. Из приееденного вывода следует, что оценка, ука- 
занная в лемме, может быть заменена и такою: 


ть 
1+ Г т 4 т ИЯ 
о 


где е— произвольно малое положительное постоямное. Соответственным 
образом могут быть уточнены и основанные на лемме 4 оценки 
теоремы 2. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть 
1 (4) = в.д? - вах, 


я, и а, вещественные, р пробегает простые числа, М целое > со, где 
с, — достаточно большое постоянное > 1, р=108 М, 


0 
= илл, 9 0, [89| = 1, 
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Е целое. 
КЕ № е?тАв 1 (Фр), 
< 
где р пробегает простые числа. 
Тогда имеем 


‹ 
з . 5 
5 < й е нЕ ея НЕ \2 м 
Если эже сверх того 
пот (9, №9-1) Хе, 


5«М (= с м) ;2 


Доказательство. 1°’ Имеем 


9 = Ува 4)5а-+0(УИМ), 5а= № етав 1 (т), 


о%т< 


то имеем также 


6] 
< 


> ^^ 


где 4 пробегает числа послеловательности (@), состоящей из делителе! 
произведения всех простых чисел. не превосходящих ИУ. Отсюда на- 
ходим 

оо О 


То = о о этим / (ат) 


(4о) т =. — т 


где (45) обозначает часть (4), содержащую числа с четчмым числом 
простых рлелителей. и (4.) обозначает часть (4), содержащую числа 
с нечетным числом тростых делителей. причем суммирование распро- 
страняется лишь ча пары значений 4 и т, удовлетворяющие условию 


ат = М. 


о > < > 

2 Дальнейшие рассулхения будут относиться к какой-либо одной 

из сумм Туи Т,. Эту сумму мы обозчачим символом Т., а соответст- 

вующую из последовательностей (45) и (4,) обозначим символом (4). 
о 

3 Мы оценим сначала часть Т’ суммы Т., отвечающую случаям 

пу 


м (№. 9, №" 9-1] 


1 
4 
Очевидно, 


И № В ©’ № е?тлй/ (дт) . 
о<а<а, 


М м 
на <т=< а 


К сумме 5’ можно применить лемму 3. Получим 


(м Ка? 
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‚месте с тем окажется 


8 
7’ «М УС: +4' «М ле вы Е м) ны 
4° Далее мы рассмотрим часть Т” суммы Т», отвечающую случаям 
М 
бы #0 т 


Здесь мы можем непосредственно применить лемму 4 (беря в ней № 
вместо т). Очевидно, за у следует взять переменное т, а за х следует 


взять переменное 4. Получим 
1 ы 1 -13 


а 


о х 
5 Все значевия т оставшейся части Т’”’’ суммы Г, можно разбить на 
«ь 
\ 


групп, каждая из которых содержит все целые числа интервала, име- 
ющего вид 
И Ша м Ум АМ 


где, очевидно, имеем 
М =4‹, 
и мы рассмотрим в дальнейшем лишь часть Тм) суммы Т,, отвечаю- 
щую значениям т выбранной группы. 
6” Все простые числа ИМ мы разобъем на группы следующим 
образом. Пусть 


и пусть ^ сбезвачеет нгиб;: лршее целсе с услевием. 
] Е 
и. 
Тогда мы получим * групп чисел р, если включим в 5-ую группу 
($=1,...,”) числа р е условием 
ет» р оз. 
Из определения х следует 


7’ Число с простых делителей какого-либо 4=< М удовлезворяет 
условию 
б< в. 
8° Все произведения 4 мы разобъем на классы, относя к одному 
и тому же классу произведения с равными числами сомножителей, 
принадлежащих одним и тем же группам. В виду 6°и 7” число р 
всех таких классов будет 


105 № 


3 
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аи НЕЕ ЕЕ ЕЕ НЫ 


9° Мы оценим теперь часть Т(м) суммы Тм), отвечающую какому- 
либо определенному классу значений 4. Пусть }з есть произведение 
простых сомножителей числа 4 избранного класса, принадлежащих 
5-ой группе, и [15 число таких простых сомножителей (}+=4, №=0, 
если таких сомножителей нет). 


Имеем 
ЕЕ а т. 
Полагая 
в 7875 
Ф; = 2 Ре 
имеем 


Те же самые числа 


9, . ,) {= 
р; . на 
а. 


но переставленные одновременно в таком порядке, чтобы Е. шли, 
не возрастая, мы обозначим символами 


1, --- >> 
812 ---›8= 
с 


Соответственно этому мы изменим и номера групп чисел р. Тогда 
будем иметь 


И У; = 93 С., бе... 6. 


о й 
10° Теперь оценим часть Т(м) суммы Т(м), отвечающую выбранном) 
классу значений 4. Имеем 


т 
М <=4&<\*. 
Й если также имеем 


1 
аа: бане 
то наверно для всех пар значений т и 4 будет 


3 


та < №. 
Следовательно, 


4 
‚ ‚5 
Тм) № ‘ 


Значит, остается рассмотреть лишь случай 


1 
С... 6 эм. 
Пусть 8 обозначает первое число ряда 1,...,т с условием 
1 
С А 


40 о 
М Предположим, что В |. Тогда, полагая 


И = ТЗ . .. 88) В = 88 41.- Бе 
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имеем 
1 1 


и См. 


= 2 
тб... М Мак М. 


Сумму Тм) мы можем предоставить в форме 
И 
ито 


где о, при каждом и, пробегает числа с условием 
РОМ 
бо — 
к 
Пусть $ (у) обозначает число решений уравнения 
ти = у. 
Тогда 


Ф(9) = (9). 
Вместе с тем имеем 


Тм) < У 9 (9) Утв. 
у Ю 


Здесь мы можем применить лемму 4. При этом имеем 


1 3 
2 


Гук 
Поэтому 
= 55 
я ый. Ё 4 8 

Та «М (№№ РА 6 
12° Наконец, рассмотрим случай 

р 
'Гогиа, полагая для краткости [, =х и обозначая символом х, наимень- 
шее целое с условием 


1 
О ЭН 
мы представим каждое 4 в форме 
Я, 


где и является произведением х, простых сомножителей числа 21, ав 
является произведением х—х, оставшихся сомножителей числа д\. 
Легко видеть, что таким путем мы можем разбить 4 на два со- 
множителя 


С. = 4 


различными способами. Отсюда заключаем, что 


= а аа УХ Ут (ти) : 
| т ио 


где т, и, о пробегают числа с условием 


тио — \, (2, >):=1. 
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Очевидно, 
№^ < ти. 

При х, =1 имеем также 

в 

4 4 

ти М УМ=М. 
Если же *, > 1, то 
х.—1 1 х, 2 


6: <М№ММ—, ти < МС* < М. 
Таким образом, как в случае х, =1, так и в случае х, > 1, имеем 
№ «ти < М" *. 


9 — м (5) 8, 8; = я р 
5 т и’ 


13° Имеем 


р 
где 6 пробегает все возможные произведения простых чисел 1-ой группы 
ии’ и’, при каждом даннсм 0, пробегают частные от деления на 6 
чисел и и о, одновременно кратных 9. 
Оценим одну из сумм ®;. Число решений уравнения 

ти’ =у 

будет 
$ (у) = *(9). 

Поэтому 


о, = Хо) Хе емо, 
у 5’ 


где у пробегает значения с условием 


МА У: 
-_ «ух 
т 
и ©’, при каждом данном у, пробегает значения с условием 
р № 
0 : 0" = о 
о 
Здесь применим лемму 4, взяв 
М 
-= Вместо М. 
Тогда будем иметь 
№ 1—^ № 
<= 
0 6 у2? 
если только 
<=“, 


Поэтому при 6-68, находим 


№ /Ко046 Кб“ 904 
3, < 63 \ №^ в. 2 
1 9 № 


или 
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ЕЕ ЕЕ СЫ 


При 5 > 8, та же самая оценка также Ви так как тогда 


9. < У е Ф(у ) «<» — р. 
у«М 
Следовательно, 


5 


1 
и - А С = 
е<М (№№ “+ +5) Но 


откуда 


1 
. а К 
Ти < ( № оо) в". 
14° Теперь имеем 


и ке Е 15: Е 
Тю < М У 4 те) 8 ое, 
те 7 
#7 } г СЗ в > 105 
т «ММ “ей 
15° В виду 
Ты == ТЕТЕ Т”” 


имеем 
1 


А 
а 32 105 
Туи) в, 


откуда и выводим первую часть теоремы. 


Теперь докажем вторую часть нашей теоремы. Здесь мы почти 
полностью будем повторять рассуждения доказательства теоремы 41. 


1° Имеем 


5=Уьа)5. Н0(ИМ), 5. = >. езтам та), 


тде 4 пробегает числа последовательности (4), состоящей из делителей 


произведения всех простых чисел < |/ М. Отсюда 
$=Т.—Т.-+О(ИМ,, 
тде Тои Т, имеют значения, указанные в доказательстве первой части 
вашей теоремы. Сохраняя за символом Т, прежнее значение, возьмем 
до с условием 
Тук 
еже. 
Оценим часть Т”’ суммы Т›, отвечающую значениям 4=< 4%. Здесь 
согласно лемме 3 имеем 


За т [ (“И +% и в | 


откуда, суммируя на все 1= 4» имеем 


в5| = 


5 
7’ «Мь ЧЕ р 


ИМЕН, Серия математич., № 4 
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2^ Далее мы оценим часть Т” суммы Т». с условием 
М 
=. 
о = 4 


Т” — > ро е?тав | (ат) 


М 
а. <а< а. Ё<"<у 


и, согласно лемме 4, будем иметь 


Здесь имеем 


К А 8 : 

п % 9 8 

ПКМ) №. 

3° Остается рассмотреть часть Т’’’ суммы Т,, отвечающую случаю 
‚а> № 0". Здесь, меняя порядок суммирования, будем иметь 
Т’”’ — — Т (т), Т (т) ыы у нелАь = 
т а 
где т пробегает значения 
в. | 
и 4, при каждом данном т, пробегает значения с условием 


ея 
4 т 


Последовательность (4) мы разобьем на две последовательности: 
последовательность (4”), с условием, что наибольший простой делитель 
4 
будет < 4, и последовательность (4’), с условием, что наибольший 
с М 
простой делитель будет > 4*. Число Ё чисел а = я_ Последовательно- 
0 
сти (4”) будет 
М = 
ЕР«— 2 р 
т 
Соответственно указанному подразделению имеем 
Т (т) =Т' (т) + Т” (т). 
Максимум числа сомножителей каждого 4 будет 
< в. 
В виду всего доказанного имеем 


Т(т)= 7’ (т) 0 (№2-"*), 
= У 


< 
где Т,(т) обозначает сумму 


т. (п) = У. етмена, 
содержащую слагаемые суммы 7’(т), имеющие ровно х простых дели- 
телей > а. 


4° Чтобы оценить Т, (т), оценим более общую сумму 


То (т) Ее ХУ ет] (тио) Е 


4 
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где и пробегает простые > 4, принадлежащие (а), и 5, при данном и, 
пробегает числа с условием 
© = 
. 4ов ти ’ 
принадлежащие последовательности, дополняющей (4,) до (4) и содер- 


жащие ровно х—1 простых сомножителей > 49. 
Здесь опять находим 


т. (т) = ТТ (т)-+0( =45*). 


Но, согласно лемме 4, имеем 


Кт? а Ат? 7 
тт) < (^ = +)’ а 
Вместе с тем находим 


> 


т. (т) < „(^ у 
Отсюда, в виду неравенства 
тат (, "“) < е"ь, 
4 
Пе 
Т(т) < (= а 
1 


8 


117 Ка? 44 
Т «^(- о м-в ое 


находим 


ю| 


'Теперь имеем 
1 г 13 
8 


тети м (яр * НМ (=. = и + 


1 Е 
ка? 2 К ка? 4 а 
Е им ( Нм) в". 


Но положим теперь 


= 


$2! = 


4 [5 (+) 


№ 
24 


т. < м( у 
откуда и выводим вторую часть теоремы. 
Замечание. Все оценки, выведенные мною для сумм вида 
$= Хе", | (т) фол"... Нот, п> 1, 
р<М 
зависят только от №, Ки 0%. 


тогда будем иметь 


Отсюда нетрудно заключить, что те же самые оценки пригодны и 
в случае, когда р пробегает числа арифметической прогрессии 


р Пг ОО: > 


&16 Г. М. УМОСВАРОМ 


Действительно, пусть для суммы 5 (при любых вещественных 
ап_1,....01) имеет место оценка 
95 <А. 
Тогда имеем 
® } в й 
' о В+. | 
У чу. < 
Г 
р<мМ #=1 р«М 
ф=тх-$ 
Математический институт им. В. А. Стеклова. Поступило 
20.У1.1938. 
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1. М. УМОбВАООМ. ЕЗМАТТОХ 0Е СЕВБТАШХ $50М$ СОМТАТМГХе 
РЫМЕЗ 


ЗОММАВУ 
]2 \\е ргезепф рарег | ргоуе №е {оПоуйае \Ъеогетв: 
ТНЕОВЕМ 1. Геё п фе а сопздат имевег >2, № ап ицевег > 4, 
и=10ое М, Ка рояисе тщевег, 
1 (2) =... х, 


Ясь › лапе Кеды, 


ие ая» (а, 9 =1, 920, |601 = 1 
шт (4, т) <, 
и 


$ = № етАЕТ (р). 
р<М 
фреге р гипз оъег рттез. 


Треп фе расе 
3 
№, а = в 1 
«м +м) к бе 9.98 (105 п}? * 


ТНЕОВЕМ 2. Ге; М фе ап ицезе >1, ьр=10юб М, К а розиное 


ицевег, 
71(2) = вх ох, 
9, ©; ГЕ ГЕаЕ, 


ие +8, а, 9=Ь 920, [61 <, 


Ч 
ь : 
о ею, 
. «М 
жреге р гипз ооег рттез. 


Треп те расе 
НХ 
{4 {4 249 32 > 106 
5«( ++) 
Апа #] 
пап (9, №24-1) «е"&, 


Феп те разе а[50 
1 


(3 За 24. 
Вешагаце. ТЬе езИтамопз оЁ &пеогетз 1 ап@ 2 аге гие а130 ап 
Ве сазе, \Веп р гипз оуег ргииез оЁ апу агИъшейса1 ргостезз1оп. 
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С]аззе дез зс1епсез Отделение математических 
вафь6таНдиев еф озфигеЛез и естественных наук 


й 


н. с. кКошляков 


О НЕКОТОРЫХ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛАХ, СОДЕРЖАЩИХ 
БЕССЕЛЕВЫ ФУНКЦИИ 


Предметом настоящей заметки является вывод некоторых интегралов, 
вависящих от цилиндрических функций Л, (1), У, (1), К, (5) 


1. В предлагаемой статье мы выведем некоторые определенные инте- 
гралы, содержащие функции Нагау 


Г КУ), (1) 
М, (2)== К,(®)—У,(2), (2) 


где через У,(57) и К,(х) обозначены цилиндрические функции. 
Для вывода первого из этих интегралов, содержащего функцию М, (1), 
возьмем интеграл Нагу 


м 1, (15) У, (= ) 4> = — Мь2у 2%, <<, (3) 


0 


где 0 иЁ>0, умножим на К,(1) и проинтегрируем по & в преде- 
лах от {=0 до =. Тогда получим 


\ К,(1) М», (2/21) ера в —— аи {4 
о 0 
Аналогичным образом из интеграла. Нагау 
( Л, во), (=) Чо, (2И зи, у> — = О -0. (5) 
0 
найдем, что 
) ЖЕ СУ 28) 41 — а (6) 
ты 0 0 
| {т уп 7, (хи) -{ созук У, (ти) } ие —К, (1) (7) 
9 
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: мы получаем следующий результат: 


со 


\ К, (6) { сов М» (2/2) — тук Л, (2И50} @=К, (2), — (8) 
и 14 
где = У - > а 
Если теперь рассмотреть интеграл 
\ гу, (15) 1 (> >) де = — 1», (2 У), (9) 
0 
гле —>< у <>, х>0, :>0, то получим 
хе Е. Су а 
( к. @ Ум) @= я а ) (10) 
0 0 
а так как 
С =: С 1, (ги) и? —* аи 
\ $Ку(#) Л, (2 У =1) @=т акк - , (11) 
0 0 
то в результате применения формулы 
я э— 
: аи 
( {тут Л, (20) Е созук У, (хи) ее -=К, (2) (12) 
0 
получится следующий результат: 
\ ЕК, (9) {тут Л, У 2) — совут Г, (2/28) } а -==К, (2), — (43) 
0 
где 5 <у<5. 
Рассуждая аналогичным образом, можно доказать, что 
со Ута —ут 
\/. (6 {ее Кв з-е * Кь(2зУ #0 } 4 =К, (2), (14) 
где во г), в=ехр ( —"); >: 
Наконец, если рассмотреть интеграл 
С 2и--у ди 
{ мтул Л, (2 #1) ) + созук У, (2 У =)} т ПЕР 
в котором 1 > —>, у> — — ‚ то нетрудно доказать следующую фор- 


мулу: 


\ Кр (1) 2 { сов ут М, (2/24) — мт ук Л, (2 2} а = 


ов+У—1 [ =. У 
р 


1 * 
11 ук 1 „Ву(ь+ Ум 4 
(=) 


р Се О 


УЕ 


х* 


О НЕКОТОРЫХ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛАХ &19 


1 Я 
а о и 
2. Выведем еще некоторые интегралы с помощью метода, приме- 
ненного О1хоп’ом и .Кеггаг’ом. ы ) 
Пусть а и 2 обозначают положительные числа. Принимая во вни- 
мание асимптотическую формулу для функции К, (2), по теореме Коши 


найдем, что 


г УТ 


У {к ее К, (09 } ее 


Уп 


= = { К, (а -е? К, (1) Ка у д, (16) 


1 
где в, У> —1. 


4 
Пользуясь теперь формулами 


Ут 


К, (а -е "К, (—юм = 1 М, (а) 1, (4) } , (17) 


Ут 


К, (ай) +е К, (101) = > {М, (а) — 4, (ай) }, (18) 
найдем, что 


| { М, (ай -- а, (ав) (а — уе = 
0 


мы \ М, (а) — Л, (а8)} (а? и) Г 
0 


и следовательно, 
[2 >) 


( М, (а -Е Е, (ав) \ ри и)" РН 
0 
о ов-Е2 щ-ЕУ-1 = 
= \ Л, (а) (2-е 4 = не. ви +1 К иуууа (462). (19) 


0 
Отсюда вытекает следующий результат: 


со 


\ М, (аё) { (ие (ге 


1 Руа ев - 
—= (2) = р ее-ьК чье) Ку (а=2), (20) 


| 1 
где е=ехр (2 -), з=ехр (—-= : У 1: ь<-э-+. 


В частности, полагая в» = —1, найдем, что 


12 | 1? 


г — — лы 
( М», И ай: 4 м | К» (2% /а2) +е ?К,, с/з » (24) 
0 


тде А <у<а. 


420 Н. С. КОШЛЯКОВ 


Применяя тот же самый метод, докажем, что 
тю 
\ Г, (ав) (РИ 


0 


оО в САС убили | 
=(>) а В ВТК рууча (492) — ®°—® Кычна(а2) |, (22) 


У 1 
где у>—14, в< Е 
Как частный случай отметим формулу 


со 


1, 2Им) га рее а зе эя. 
( ь, ( И . = {о 2 К», (2=/ а) —е 2 К», (2е Уа2) } 9 
ге —1<у< 5 . 

Если*воспользоваться известной формулой 


— К, ВИ 22) 
фл (а) ыы 


а 
(и) 


0 
И = 
„ [изеы {^^ и: 
а. | - К,-у—1 (2 Иа?- 62), 
то, применяя тот же метод доказательства, найдем следующие формулы: 


\ [ Е, (И ии) о К, (а у 28 — 2) | а 


М, (а В" ы 
| (52 -- 212)? (23 — 112)? ) 
ое 


= т: — ] ав-+У—1 


0 

Ки (2 УИ) 
1-у—в 

| (22 - 55) ? 


К а? — 1? 
ак: ВЕ и | а (24) 


-ь 
(42—22) ? 


\ Ре к, уе) — К, (ай 1) ее 
0 


| 
(2+ и?) 


Е 


(52 — 128 
5 о иеа ГЕНОиЕ Е (= Иа? + 16?) 
==: и м Е 
(а -- 263) ® 
К, (= У *— 1% 
—вшеу-1 РУ и | У>— 14. (25) 
(а? — 15?) 


Математический институт Поступило 
при Ленинградском гос. университете. 13. У. 1938. 
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М. 5. КОЗНМАКОУ 
МОТЕ ОМ СЕВТАТХ ТУТЕСВАТГ$ ТХУОГУГХС ВЕЗЗЕГ) РОМСТТОМ$ 


ТЬе заЪ]есё оЁ {№13 рарег 1$ 40 уе зоше шйпЦе ицесга!; о{Ё фе 4уре 
Ро Ул Ут 


Л, {ее К, Уз +е К (2 Из} &-=К, (1), 
о 
уВеге Л, (2), К, (1) Чепофе Веззе! ГапсИопз. 


1. Тье оБ]есё оЁ &Ве ргезепф пофе 13 40 уе зоше шНпИе И\еога]з 
о# Нагду лпсопз 


1, (®) = —2. К, (®-—У, (2), (1) 
М, (2) = К, (®)— У, (2), (2) 


уБеге У, (5) апа К, (х) Чепое суПпЧег Галпсйопз. То оБба1т Те уа1аез 
0 ицерга1з шуо!уше Ве шисИоп М, (5), 1аЕе Наг4у’з нцеога1 


со 
— "ЕН 
( 7, (15) У, (=) 45= —Мь(2У =, <<, (3) 
0 
\МПеге х ап # аге роз1йуе, шиЙр!у \Ше едаа оп (3) Бу К, (#) ап4 
1п{еогафе. 1% 13 {Виз {о0па Фа 


и (алия “ 


\ К, (В М, 29) @=— ит 4. (4) 


ЗииЙаг1у, из1по"Наг4у’з 1пчесга] 


Иа (12) Л, (=) в =4» @У #1, и. 2—0, 1 — 01 (5) 
0 


ме ЙпЯ Фа 


С — С Л, (хи) и” 
( К, (8) 1. (2/2) @= \ акт 4. Г (6) 
0 0 
№ у 
С . жа 
( { 811 ул Л, (2%) - с08 ут У, (5и) ата — К, (5) (7) 
0 


ап Бепсе ме Бауе 
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\ К, (#) {соз ук М», (2 И = —зт ук Ло, (2/ 21} 4: = К, (5), 


4 1 
Аа —. 
мБеге 5 о 


П ме сопз1ег Фе ицерта1 


| У, (12) Л, (=) 45 = — 1», (2/29, 


уБеге [ух +, х>0, Е>0, ме Ной а 


( и г У 2—у 
Гжлевуяр и Ра 
0 


0 


ап4 за агу 


со р со Л 2—у 
( ЕК, (1) Л, (2 #0 4 = \ о ди. 
0 0 
Ву изшо Ве {ога 
\ {п ум Л, (ти) соз уг У, (2и)} а - и, (2), 


0 


ме обашп 


\ ЕК, (1) {511 уе Л, (2/28) — соз ук Г», (2/ 28)} 41 = К, (2), 


1 


1 
я ЕО 
упеге и 


Апо{ег Гогта]а 13 


ут Ут 


\ Л. {е 3 К, (22 Уз) +е *Кь (5 21)} 1 — К, (+), 


УВеге з=ехр (=) ‚ е=ехр (-т), 


П же сопз14ег 4Ъе ицеста] 


2щ-Еу 


\ {пул Л, (2 У =) + 603 ух У, (2 21} лее НЫ 
0 


(и Нет 


\Ъеге р. > —1, >, ме ПоЯ Ща 


( К (В) ве {08 ук М», (2/20) — ви ух Л», (2 20} 41 — 
0 


(8) 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 
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Не ибн ры 
2 
— (= у сы Рь (ву; Ау, >) | (15) 
2 


уреге > ара УВ. 


ТЬезе гези!4з шау Бе а1зо оМашей И \е изе \№е ицеота18 


о. 100 


М», (Уз =Ь— \ 27 —УГ-У) 6082 = (5—5) дет’ (46) 
9.100 
1, (2У=-= \ 2Г (8 ГУ) вт 2—5) т. (47) 


2. [.еф из дедисе зоше офВег ицесга!з Бу арр!уше П1хойь ап Еег- 
гаг’з шефо4. 


Геф а ап@ 2 Бе розИлуе пишрегз. Ву Саиспу’з {Веогеш \уе Бауе 


( { К. (ай-е ЗК, (— 18} (= 
0 


со Ут 
г \ { К, (а -е? К, (га) (22 ет а, (18) 
0 
утеге в < 9%, у>—1. 


Ву изше Ще {огиае 


Ут 


К, (ай-е К, (—м=- {М, (ай) -- 21, (ай) }, (19) 
К, к (а) => {М, (а) 1, (а8)}, (20) 
ме обаш 
| М, (а 5, (а8)} (2 — гта 
о 
= — ( М, (а) — 24, (ав)} (иг аа 
ап Виз . 


 {м, ад. (а0} {а-я} Ги 


ов „Уи 


а (2). (21) 


— 2: ( Ла) (РН = 


0 
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Еготоа 4Ве афоуе геза!6 ме зее %$Ваф 


ма) и 
0 


оли ду 
=С;) и ыы (аа) + =”-в-ЗКычьца (82)}, [(22) 


УТеге 
и ее 09 М _ Й к. У. 
= =ехр (=); 5 =ехр (—-= У. ь < о 
[п рагисщаг, факто ь= —4, ме Поа Та 
и Г 
М», (2 Уа1) г < м а Е 
| а ат = | к К», (2=/ ат ) —е ^ „Ко, (2 5 У а=) р] (23) 


жреге —1 у 


2] < 


Ву Ме шеМо4 пзей 0 ргоуе (22) Ц 13 геадЙу зВожп %Таф 


со 


( 1, (аи (уе Ра 
о 


в и > = 
=— (- р: А (а=5) == киа (ава) ] , (24) 


упехе у = = 4, и. 


т рагиса!аг 


( таке | реа ут 
| аи А (25 Иа) — еек. У, (25) 


0 


5 
УВеге —1- у. К 


ЗиоПаг[у, {тот Фе !огпл]а 


(# -- 2) 


Г К (ива. мени |1" ма 
| а ни К, ву мтЫ), 
0 
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ме оБбашт 
со 
К, (аИ = + и?) К, (аУ?- и?) х 
м, (8) | - в — т маи 
(22 ++ #12)? (22 — 112)? ) р 
0 
А-а» и 
и. 
Бы 4 ав 


| (а? 4-52) ? 


К у— ня а? — 162 
о | (26) 
) 


(а — #52) ? е 
уреге у > — 4. 
Апо&ег {огша]а 1$ 


со 
К, (аИ +1?) К (аИя— Иа) 
О - ———* - | Рф = 
(28 + й2)2 (28 — 112)? ) 
( 
= р. СыУ-а Е ув (2 Уз + 55) 
я РГ 1+ ие 
(42 + 26?) 2 
К (2 И —#*) 
ав-у— 1+у-в 
ВЕНУ т. р (27) 
(а? — 262) ? ) 
уБеге у_> —1. 
Тве Гозийце о{ Маетас$ Весеуеа 
а$ {Ве ОшуегзЦу оЁ Гешиегад. 43.У.1938. 
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С1аззе 4ез зс1епсез Отделение математических 
та в6таЧсаиез е{ пафигеПез и естественных наук, 


Р. 0. КУЗЬМИН 


О РАСПРЕДЕЛЕНИИ КОРНЕЙ ПОЛИНОМОВ, СВЯЗАННЫХ 
С ВВАДРАТУРАМИ ЧЕБЫШЕВА 


(П редставлено академиком 0. Н. Бернштейном) 


В статье дается полное решение задачи об асимптотическом распреде- 
лении на плоскости комплексного переменного величин х; (1 = 1, 2,... п), 
определяемых условием, чтобы формула 

1 в 
п 
5 \ (=) аг= У (ай 
—1 4=1 
была верна для всех многочленов степени п. 


В работе П. Л. Чебышева (1), напечатанной в 1874 г., был предло- 
жен способ вычисления определенных интегралов, основанный на фор- 


муле 
1 
(р (2) / (2) = = С» (а) + 1) + -.. (аз) 
—1 
в которой числа 21, 1.,.... 2 и С» выбираются таким образом, что 
формула оказывается верной для любого полинома степени п. 
П. Л. Чебышев определил значения чисел х;, 2., ..., 9 для п= 
—=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. При этом оказалось, что в этом случае числа 
71, Т., .... п лежат в интервале (—1, 1), что очень важно для воз- 


можности приложений способа Чебышева для эмпирических функций. 
Подобное же обстоятельство было найдено для п=9. При п=8 среди 
чисел 21, 1, ...,2з оказываются мнимые. 

П. Л. Чебышев дал общий метод, позволяющий находить числа 
т, 2, .... 2. и С, при любом данном п. Однако из его метода непо- 
средственно не вытекало критерия того, что числа х1, 2.,..., 2. лежат 
в интервале (—41, 1) при том или другом виде функции р (2) и при 
соответствующих значениях п. 

Акад. С. Н. Бернштейн (?) установил, что для случая р (5) =1 при 
достаточно больших значениях п среди чисел 11, 1.,..., Жи обяза- 
тельно должны иметься и такие, которые не принадлежат интервалу 
(—1, 4). В связи с этим в работе С. Н. Бернштейна были. поставлены 
две проблемы: 1) каково наибольшее значение п, при котором все 
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числа 21, 1,, ..., п лежат в интервале (—1, 1)? 2) каково асимптоти- 
ческое распределение чисел х:, хо, ..., р на плоскости комплексного 
переменного при п—> о? 

Мне удалось найти довольно полное решение второй проблемы. 
Результаты были уже сообщены мной в двух заметках в Сотрёез 
Вепаиз (3,4). В настоящей работе я даю изложение моего метода. 

Мой метод давал также и некоторое, довольно значительное про- 
движение в направлении первой из отмеченных прсблем С. Н. Берн- 
штейна. Однако эта сторона дела мною здесь совершенно опущена, в виду 
того что в последовавших работах С. Н. Бернштейна первая проблема 
решена с поистине изумительной степенью законченности. 

Следует также заметить, что мой метод совершенно отличается 
от метода С. Н. Бернштейна. Средства, применяемые в этих методах, 
существенно различны. Неодинаковы и области приложимости обоих 
методов. 

Наконец, отмечу, что подробное проведение рассуждений выпол- 
нено мной лишь для простейшего и наиболее. важного случая, когда 
р (1) =1. Однако при небольших видоизменениях Чисто технического 
характера все рассуждение может быть перенесено и на гораздо более 


общий случай. Аналогичные результаты могут быть получены и для 
1 


некоторых интегралов Стильтьеса вида \ 1 2уар (<). 
и 
$ 1. Для того, чтобы формула 
1 
} Р(2) / (@) 42 = Сь И (2) +1 (а) +... а) (1) 
ея 
была верна всякий раз, когда /(х) обращается в полином степени 
не большей, чем п, | необходимо и достаточно, чтобы выполнялись 
равенства 


ф в 
\ р (2) ="аз=сСь Х, ао ть. (2) 
—1 В=Е 
В частности, при т=0 должно быть 
1 


} 2 (2) 42=пС». (3) 
ет 
Обозначим величину интеграла в левой части (3) через а и предпо- 
ложим, что 


а == \ р. ($) 4-60: (4) 


Е 
Положив для краткости \ р (1) х"4х=ат, из равенства (2) получаем: 
= 


п 
в т п 
Ср=-; б%= Уж =®. (5) 
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Числа 1;,2,,..., 2, можно рассматривать как корни некоторого полинома 
Р» (1) =1”-- А. хт-1--...- Ах. (6) 
Коэффициенты этого полинома могут быть найдены с помощью равенств 
(5) и теории симметрических функций. Поэтому система чисел 21, хо, ... 
.... п, Сп в равенстве (1), подобранная из условия делать равенство (1) 
верным для всякого поличома степени п, всегда может быть найдена; 
притом такая система будет единственной. 
П. Л. Чебышев указал другой путь для нахождения чисел ту 


т. ..., 91 и Сп. Сущность его способа состоит в следующем. 
Разлагая в ряды, имеем: 
Ри (2) 


(7) 


Оба ряда сходящизся, если 2 по абсолютной величине превосходит 
каждое из чисел 1, х;, Х., ..., 2. 
Из (5) и (7) следует, что первые п членов в разложениях функций 


1 

а я е ип ) _ по убывающим степеням 2 одинаковые. Таким 

Ил 
—1 
образом имеем: 
со 
Р(0 4 _ ‚ Рь(2) _ Вт 8 
‚ и а. (8) 
и т=п-1 


Интегрируя это равенство от какого-нибудь допустимого значения 2 
до бесконечности, получаем: 


1 
п Рё )1оо (#—#) @&=а1ое Р» (2) У = (9) 
—1 Т.= НЕ. 
Отсюда следует равенство 
ехр (^. {2 108 (#—04#)= Р» (2). ехр (= =) (10) 
П--1 
Так как разложение функции ехр У) по убывающим степеням 
п-1 
< имеет вид 
9, < Вт 
екр (1%) =1+ № ат ? 
П-У т=п-1 


то из (10) следует, что Р»(2) представляет целую часть разложения 


функции Е 


о(д=екр (2 (12—04) (11) 


—1 
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по убывающим степеням 5. Ояо имеет вид: ряд 
т 
фа АН. РЕ (12) 


сходится при |2| >41, а коэффяциенты А,, 4,,..., А» в нем имеют 
такие же значения, как и в равенстве (6). 
$ 2. Для дальнейшего весьма важно изучить линии равного модуля 
функции ©(2), определенной равенством (11). Непосредственно ясно, 
что их уравнение можно написать в таком виде: 
1 
о (2) = | р() о |214 =С- (13) 
—1 
Полагая 2 =&-- 7, без труда убеждаемся, что о (5) =® (&, 1) представляет 
гармоническую функцию от ё и 1, а именно, логарифмический потен- 
циал отрезка длиной две единицы, расположенного по вещественной 
оси с серединой в начале координат, если р(Т)— плотность в точке 
отрезка с абсциссой, равной &#. 


Кривые (13), соответствующие разным значениям С, не пересекаются. 
1 


При условии \ р(руаё +0 эти кривые замкнутые. Детали их формы 
=й 
и расположения зависят от вида функции р(#). Так, например, при 


1 
И! 2 
(1, 0). На отрезке между этими точками величина (5) остается постоян- 
ной, а именно, при —1<5-1 имеет место равенство 


2 (Е) = они имеют вид эллипсов с фокусами в точках (—1, 0), 


1 
А Оо 


= 
В дальнейшем будет важен простейший случай, когда р(1)=1 при 
любом { в интервале (—1, 1). При этом величина © (5) = (Е, 1) выра- 
жается формулой 


1 
о (2) = 1052—1146. (14) 
1 


Простое вычисление показывает, что при 3 =Е-+ И имеем 


в (2) = (1-5) ю5^- (1—5) 1057, + ($, —$) 9—2, (15) 
где 
‚Иа, „=Иа=эре, 
Л 1 —Е 
= 


—- 


ф—==агс ф, = агс 65 


т ру) 
В частности, при |=0, = имеем 
в (5) =® (5) = (1-55) 155 |1-НЕ|- (1--)105|1—Е|-—2. {16} 
При & >0 функция ® (2) возрастающая. 
Кривые @(2)=С имеют вид овалов, симметричных относительно 
осей. 
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Кривая © (2) = (&,) лежит внутри кривой 0 (2) =® (Ъ), если 0 < Е. 

В известной книге П. Монтеля [6007$ зиг 1ез зетез 4е род 
а ипе сапа Ще сотрИехе изображены на рисунке кривые © (2 5) =С для 
значений С, равных числам: 

121021,2—2; 2108 1,4—2; 2 1081,6—2; 2 10% 1,8—2; 21022— 2. 

Кривые 0©(2)=0() пересекают ось ординат под прямым углом. 
Верхняя половина их пересекает ось абсцисс под углом, тангенс 


1 Л 
которого равен по | абсолютному значению величине т при 
я РУЗ: 


0] Е- 1. При &>1 кривая пересекает ось абсцисс под прямым углом. 

Во многих вопросах имеет значение кривая в (2) = (1). В дальней- 
шем нам понадсбятся кривые о (5) =® (1—5), где 5— некоторая поло- 
жительная дробь. Для их изучения отметим равенство, доказываемое 
с помощью разложения в ряд: 


(1—8) =21052—2+818 2-0 (82). (17) 
Таким же образом справедлива формула 
о (1—8) =105 + +182--0(8) (18) 


Исходя из последней, нетрудно получить оценку снизу для расстояния 
какой-нибудь точки кривой © (2) =®(1—8,) до кривой о (5) =®(1—5.), 
где 5. < 9: 6.. 
Пусть 1=&- И) и >=&- Ир» точки на первой и второй кривой, 
где &, 11, &, 1›2— положительны. Интегрируя по прямой, имеем: 
(=.) 


\ ое (Е, 1) 48 =0 (22) —0 (31) =© (1—8) —©(1—8,). 
(2:) 


Полагая шах 9:0 Ф (1 ‚| =м ‚ находим неравенство: 
М | 5—2: > (51 —5,) ®' (1—5); 5 <8<4.. (19) 


Отсюда и из (18) следует, что при достаточно малом 5, справедливо 
неравенство 


1 й © \ 
[22—21 | - 59108 з.@ 1—8). (20 
Известно, что 
И (21) 
При этом 
1 
и. и р = ( + —Е Не 
= ( (Е — Е) 12? 06 — ) (2—5) -- 12 
—1 => 
Отсюда легко следуют неравенства 
до | _ Ее. р. Ре 
5 | 9 сю 2 5} |5 п. (22) 


После этого из (22) и (21) при а малом д, получается 


до а 93} 
55| < 2 ю5 5 (23) 
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Отсюда и из (20 
кривых © (2) =© (1— 


) следует, что для расстояния Х между точками 
0.) и © (2) =®(1—06,) справедливо неравенство 


1 © © 
м (24) 


если только числа 8, и ©, меныпе некоторой определенной положитель- 
ной постоянной 3%. 

Это неравенство выведено лишь для тех частей кривых, которые 
находятся в первом координатном угле. В виду симметрии кривых оно 
верно всегда. 

$ 3. Равенства (6) и (12) позволяют найти асимптотическое выра- 
жение полинома Р„(т) при п-—> < и данном х. 

Это можно сделать при довольно общих прэдположениях относи- 
„ельно функции р(#). В дальнейшем мы рассмотрим лишь наиболее 
простой случай, когда р(=1 при —1<<1. При этом, исходя из 
равенства (12), получаем 
ео ф (=) 9= 


ыы 91 ЗП та 
[==> 


: (25) 


Здесь г >1, а интегрирование по кругу совершается в положительном 
нзправлении. Заменяд, в (6) коэффициенты А» по формуле (25), полу- 
чаем равенство й 
1 Фе (2) 45 о (=) 4= 
Ри (5х) = \ =. \ ; 


2% 2 —х 21 271 (8) ^ 
Ех ЕЕ 


Если здесь ‘взличина г взята "большзй, чзм |2|, то второй интеграл 


не изменится при замене числа|г на любое другое число В большее, 
© (5) аз 

чем г. При этом величина \ Е как угодно мала, если только 

17 |=В ь 


В соответственно велико. Поэтому справедливо равенство 


В (26) 


С помощью теории вычетов круг |2|=г можно заменить любым 
другим контуром В, лежащим внутри круга и заключающим внутри 
отрезок между точками 5= —1 и 2= --1. После этого (26) можно 
переписать в таком виде: 


Ра (в) = (®) о 


Ей \ $ (=) 42. (27) 
В 


Здесь р(2)=0, если точка 2= не лежит в замкнутой области между 
кругом |2|=г и контуром 8. Если же точка <= лежит внутри этой 
области, то р(1)=5(2). Предположим, что точка 2=< удалена от 
точек = —1 и д=1 больше, чем на некоторую величину Зй, где А — 


: 6 
некоторая правильная дробь, меньшая, чем ты Ее величину выберем 


в дальнейшем. 
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В таком случае контур В в ратенстее (27) можно будет выбрать 
следующим сбразом. Прогодем кривые: 
@ (2) =© (1—1); © (2) =©(1—2й); 92) =©(1— 31). 
Согласно неравенству (24) находим, что расстояние между 'каждыми 


з В 
двумя из этих кривых больше, чем =. Поэтому одна из этих кривых 


: в 
удалена от точки 2=<х больше чем на величину о Уравнение этой 
7 


кривой имеет вид 
® (5) =® (1—5), (28) 
где 6 равно одному из чисел Йй, 2й, ЗВ. 

Обозначим через А, В, С, О точки, в которых 5 равно числам 1, 
1—0, —1-5, —1. Проведем вдоль вещественной оси разрезы вдоль 
отрезков АВ и СО. Сооткетствующие точки нижнего края разреза 
будем обозначать буквами А;, В;, С, Р.. 

Контур В в (27) составим из слелующих частей: 1) от А до В по 
верхнему краю разреза АВ, 2) от В до С по верхней половине кри- 
вой (28), 3) от С до Р по герхнему краю разреза СР, 4) от 2, до С, 
по нижнему краю разреза 2:С1, 5) от точки С, ло точки В, по нижней 
половине кригой (28), 6) от точки В, до А, по ‘нижнему краю разреза 
В, А.. После этого равенство (27) можно будет переписать в таком виде: 

Ра) -ы[ + ++ (+ 1+0]. (29) 
АВ ВО ор па, ов в 
Здесь для краткости пропущено подинтегральное выражение 
Ф (2) 43 | 
НЯ 

Изучение интегралов правой части (29) даст возможность выбрать 
величину й подхолящим сбразом. После этого из (29) получится асим- 
птотическая формула для Ри (2). 
`` $4. Весьма просто получить оценку интегралов по линиям ВС 


г й 
и С.В,. Так как расстояние точки 2=х до кривой (28) больше чем иже, 
И 


ой. 


1 
то в данном случае имеем | 
9—2 


. Кроме того, на линии © (2) = 


=0'(1—06) имеем 


п 1 
— 6 (2) — ® (1—5) 
| (=)|=е? ео 


Поэтому получаем неравенство 


$ (=) 4= $ (=) = 
| а: ры 


Здесь [— длина кривой (28). Шри вычислении остальных интегра- 
лов в (29) положим, что 105(2—1) имеет вещественное значение при 
;5—#-0. Тогда для точек на верхнем крае разреза АВ имеем: , 
108 (8—#=109|2—1| _ при А) (31) 
102 (8—# = 106 |8—#|--т при 3 < &. 


Ш о (1—5) 
з 6? 


- (30) 
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Таким же образом для точек нижнего края разреза А,В, найдем: 


108 (2—1) =10#|2—#| при) 
1оё (2—1) =108|8—#|—1 при 2< 1. } 


(32) 


После этого из равенства (14) без труда получаем, что для 5 на линии 


АВ справедлива формула 


в в (2) пл (1—2) 
(еее 
Для точек А.В, получаем 
п в (2) ИН) 
фене" ет 
Из (33) и (34) следует равенство 
1 
— 6 (2) тп 
2 
аи 
1 в (аа 1 $ (2) 44 _ 1 Е Ва, рр 
211 —т 211 3—т с 2—х 
АВ В, А, —в 


Подобно этому нетрудно убедиться в справедливости формулы 


—1+8 
= (27) тп 
п — (1—2 
4 ит 1 $ (=) 4= _ 1 :: Бе 5 ( Ая 
2т1 2—< 2. ЕВ т 2 —х ь 
ср р,С, = 
Правую часть можно преобразовать, положив == —т. Если 
этого с переименовать в 5, то получается 
—1+5 1 
п 
5 ® (2) . пп 5 (2) . тв 
е т — (1—3) е $1 — (1-Е =) 
- 4: = а ее 
2 —х я 1х ` 
—1 1—5 


После этого правую часть (36) можно заменить величиной 


1 


п 

— ® (2) 

е в (1+ 2) 
1 } КУА тт. 
к 8+х ; 


1—5 


(33) 


(35) 


(36) 


после 


Обозначая через @ сумму интегралов по линиям АВ, В,А,, СБ и РБ.С,, 


можем написать 


2х +х 


1 
п 7% 
=== ее Зе ов ча” (1—2) 42. 
= 


(37) 


(38) 
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Исследование полученного интеграла можно выполнить с помощью 
разложения в ряды. После этого дело сводится к изучению интегралов 


пб тиб 

ся, 2 р 

р ( 2 я 25 
Ре Г а-еВ 

2 гб аб; е ЛЬ ос 

0 0 


Этому будет посвящен следующий параграф. 
$ 5. Применяя формулу (17), имеем: 


° (1-2 )=21052 2+ * 108 5+0 (5); 
то (а4-=)=п 082 — ° 1юри-- < 108 5+0 (=) 
Отсюда следует равенство 
д (Ее дьныя ы 


121202 


62 ю 
Так как 06° < ‚ то величина -—- будет ограниченной, если условие 


ограниченности выполняется для величины 16. Предположим, что 
величина 75? при возрастании п ограничена. В таком случае имеем 


и +0 (5) | (40) 


В силу (39) и (40) можем написать 


п 


ть 
на 
+(2о (=) | тета (4) 
0 


Оба интеграла в правой части (41) могут изучаться сходными приемами. 
При изучении первого из них воспользуемся очевидным равенством 


тп5 пп 


2—5 
© 
| 
| 
5 
03 
з 
} 
оз 
8 
$ 
а 
>. 
а 
| 
=. — © 
© 
а 
[5 
з 
а 
>. 
— 


С - 1 108 о ы 105 п = 108 ы 
—— 10> п = — ое — —— 
в пет п 1) вас | ет "(еп “т 1) вас. (42) 
0 пе . 
При этом будем считать, что при п—><о величина тпё возрастает 
быстрее, чем 4т105109 п. В таком случае имеем 


тпд 


[това НО ие”). (43) 
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= 


При изучении следующего интеграла исходим из равенства, спра= 
ведливого при б` < те, 


[2 [*2 

Я 

ее ‘те —1=0 (510560). 
Из него следует, что 


пе 
ри ние _повзн о | 78"® повайазы 
0 0 


(> 
ъ 


=0 | я 


ЕР а 105 0 | 46 =0 мет.) (44) 


В последнем интеграле первой части (42) исходим из неравенства 


с б б пб 
0 
п 1085 < т 105 2е ? 
_. тп6 
которое справедливо при с <->. Из него следует неравенство 


пп5 


2 со 
о ПО : } Е 
| С (Е обе | Ве? в 5: 
пе пе 
Величина последнего интеграла легко вычисляется и оценивается. 
После этого получается формула 


пд 
2 


с 
—- 105 п 


ев" (тв —1) 48 = (=. й м. (45) 


пе 


Сопоставляя (42), (43), (44) и (45), находим 


вт 108“ т? 108 105 п 
п п п Я О | 
: ы в 105? в 1053 п ) (=). Е - Е >). (46) 


Сохраняя прежние условия и применяя рассуждение, подобное преды- 
дущему, получаем 


тпб 


и 
-= 051 0 


се: СХ (47) 
6 


Подставляя (46) и (47) в (41), находим 
9 
2 


Е с 
г” о ме +), 


=®): (48) 
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Подобно этому, но несколько проще, получается равенство 


тп 
2 


в А а = 
(ок). 

105 — 

.6 

0 
Величина 5, имеющаяся в равенствах (48) и (49), может иметь одно 
из значений й, 21, ЗА, как это было видно в $ 3. Поэтому величина 8 
может зависеть от того, каким предположено число й. 

Величина й должна быть выбрана так, чтобы выполнялся ряд усло- 
вий, требовавшихся в некоторых местах рассуждения. Эти условия 
были следующими: 

1) в связи с равенством (18) требуется, чтобы № было меньше неко- 
торой постоянной 60%; 

2) перед ввздением кривой (28) было предположено, что 31 < 8%; 

3) при выводе равенства (40) требовалось, чтобы величина пб? при 
п— 0 оставалась ограниченной сверху по абсолютной величине; здесь 
б равно одному из чисел 1, 21, ЗВ; 

4) при выводе (43) предполагалось, что лид при п-—> со возрастает 
быстрее, чем 4п 105 105 п. 

Эти условия будут выполнены при соблюдении следующих двух: 


Та | 105 105 п 
в=0 (= ВР, 50 
г Й 7” п ( ) 
Здесь С—некоторая положительная постоянная. 


При выполнении условий (50) равенства (48) и (49) можно перепи- 
сать в таком виде: 


тир 
2 

по (1-2 А 1 105 105 п 
|2 оао ет [номе ) а 
о 
тп5 
ор 

а 2\" п 105 105 п 
але ов ват. (52) 
0 


$ 6. Возвращаясь к равенству (38), преобразуем интеграл с помощью 
разложения в ряды. При этом получаем равенства: 


зто=с-РО (53), 


1 с 1 
ри енеев 2 (+), | (53) 
) 


1 


и ль 6% 
р = ГИР 0(=). 


т® 
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Отсюда без труда следует равенство 


и 
пп 


жп 
и о - И о 
не о Я 
С его помощью равенство (38) можно заменить таким: 
== [1 И, ИА ее ® (т) во | + 
0 

пб 

С: 
= и Е ияР | жай п) (004) 46 |. (55) 


При этом два последние интеграла в (55) представляют величину 
1 
порядка (-) `Тор и» Как в этом нетрудно убедиться на основании 


предыдущего. Поэтому, и в силу (51), из (55) следует равенство 


9=- [+ =] С у. поет [1-0 (Е ) + 
+0( нь) (5). о. те 


Сопоставляя (29), (30), (37) и (56), получаем 


Рь(т)=р(2) — '(2) и ЕО а 


+0 (ниая ) >)" р си. 


я 


Здесь, согласно сказанному, величина 6 имеет одно из трех значений: 


№, 21, ЗА, где ЕО Поэтому, обозначив последнее слагаемое 


в (57) через В, имеем 


п Утов п 
осел) 
Е О (улет) — 
Из (17), при 8=—— Утв» 8 ‚ получаем: 


а Ув о 
то (1 м О 


п 


(59) 


У10Е п 
п ия. п 10Е ”) 


п о. ее 
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Из (58) и (59) следует равенство 
Уют 


вон) (Е) 0, в 
Ясно, что справедлива и более простая оценка 
(2.9). 


Поэтому (57) можно переписать так: 


ры [ЕР [1+0(9 =.) + 


1+ 105 п 
ее 


Все оценки здесь имеют место равномерно относительно х, если 
только каждая из величин |1—х| и |1 х| больше, чем 3й, где #й= 


= Ен п 


$ .. Если положить, что точка х лежит на кривой © (2) =® (1 — 121), 
то, согласно неравенству (24), расстояние точки х до точек (—1,0) 
и (1,0) будет больше, чем 3#. Поэтому для каждого из таких х будет 
справедлива формула (61). При этом величина р(х) будет равна нулю, 
согласно сказанному, при выводе равенства (27). 

В таком случае вместо (61) будем иметь формулу 


(3) плов*п Ры(в) = 2 о 


ОО (тео || (62) 


Первое слагаемое по абсолютной величине больше, чем некоторая 
положительная постоянная, а второе произвольно мало при достаточно 
большом п. } 

С помощью совсем элементарных соображений нетрудно показать, 
что на кривой о (2) =® (1 —12й) отношение последнего слагаемого к пер- 
вому при п —> со стремится к нулю равномерно относительно 5. Поэтому 
при достаточно больших значениях п в правой части (62) первое сла- 
гаемое по абсолютному значению постоянно остается больше, чем сумме 
остальных. Отсюда, по известной теореме Руше, в силу (62) следует, 
что полином Р„(х) внутри кривой © (2) =®(1—12й) имеет столько же 


ВЕ 
о. 


корней, как и функция - т. е. ни одного при четном п 


и один при нечетном п. ре что при нечетном п полином Р»(т) 
имеет корень х=0. Из предыдущего видно, что иных корней он не 
имеет, пока х находится внутри кривой © (2) = (1 — 121) 

Если х находится снаружи от кривой о (5) =® (1— 121) и при этом 
величины 1 —хи 1-х по абсолютному значению будут больше, чем ЗЛ, 
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то формула (61) все еще будет иметь силу. В этом случае она при- 
нимает вид: 


о С 


т 105? п 


Ее О О рита | ПЕР 


В области ® (2) = © (1) имеем 
56| (5). 


Отсюда и из равенства (63) следует, что для точек х, удаленных от точек 
(—1,0), (1,0) больше, чем на 34, и лежащих вне кривой © (5) =© (1), 
величина Р„(5) не обращается в нуль при достаточно больш х значе- 
ниях п, так как тогда первое слагаемое в правой части (63) превосхо- 
дит по абсолютной величине сумму остальных. 

Таким образом из сказанного следует, что при достаточно больших 


У 105 п 
п 


значениях п и при й= корни полинома Р»(х) могут распола- 


гаться либо внутри кругов" 
[2—1 |348, м =34, 


либо в 'полосе между кривыми (5) =®(1) и ©(2)=6 (1 — 121). Кроме 
этих корней может иметься лишь один корень х=0 и тогда и только 
тогда, если п нечетное число. 

$ 8. Можно дать некоторые дополнительные сведения о распределе- 
нии корней, характеризующие плотность их распределения в различных 
частях узкой полоски вдоль кривой ® (5) = (1). Для этого стоит вос- 
пользоваться известной теоремой, в силу которой число /М№ корней 
функции }(2) внутри контура Х определяется формулой 


1 41087 (=) 7. 
Е аа. (64) 


оь 
Для аналитической функции величина производной не зависит от спо- 
соба приближения Аз к нулю. Поэтому можем считать, что 
4108] (2) _ |; А10 | (5) 
43 5 
где Дз, изображается вектором длиной 0, направленным по 'внешней 
нормали. Кроме того, интеграл в правой части (64) можно рассматри- 


вать как предел суммы слагаемых №3 о ) Аз», где Дз, изображается 
5—0 

вектором длиной 6, направленным по касательной в положительную 

сторону —=:Д2:, то равенство (64) можнс 

переписать в таком виде: 


м ЕР аа (65) 
й 


ду 
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В виду вещественности левой части последнее равенство можно напи- 
сать еще и в такой форме: 


р 4 О 


А 
Здесь ду означает дифференцирование по нормали. 
Кроме того, при вычислении интеграла в правой части (64) по части 
замкнутой кривой /\, можно величину интеграла по части этой кривой 


5. 
заменить величиной = А аго / (2), где изменение аргумента берется 


в предположении, что точка 5 движется вдоль по взятой части контура. 

Пусть точки А и В соответствуют значениям 2==42\ И 2=4. и нахо- 
дятся на кривой 0(2)=®(1) по одну сторону от вещественной оси. 
Проведем в этих точках нормали к кривой о (2) =®(1) до пересечения 
с кривой о (2) =в(1—124) в точках О и С. Будем предполагать, что 
область, ограниченная контуром АВСО, лежит вне кругов |5 -Е 1|==3й. 
Обозначим число корней Р„(х) внутри контура АВСО через №. Имея 
в виду сделанные замечания, можем написать 


| 1 1 1 1 
М = А, = Аз 5= Аз 5 Аа- (67) 


Здесь Д,, Д,, Д. и А, означают изменения аргумента Р»(х), если точка 
х описывает линии АВ, ВС, Сри ПА. 

Пользуясь найденными раньше асимптотическими выражениями 
Р»(х) для точек 1, на кривой СО имеем 


Ра (а НЕ | 1+6] 
и е п 1022п [1—х "1-х 1 } 
где |0, (2)| < 1 при достаточно больших значениях п. 
Отсюда легко следует, что Дз==0 (1). Таким же образом на линии 


АВ имеем 
Ри (2) = 9 () 1-6, (=)]; 16,2) |< 4. 


Отсюда без труда находим, что} 


А, = Аль ат $ (2) 0 (4). (68) 
При этом, согласно сказанному, имеем 
1 0 10° до 
Алдваге © (2) = 5- \ —. | = = \ —_ 45. (69) 
В АВ 


Для нахождения величины М остается найти еще величины АД. и Д., 
т.е. величину изменения аго Р, (5), если х пробегает отрезок нормали 
между кривыми 0 (2) =© (1) и © (5) =© (1 — 121). Для этого полезно вве- 
сти аналитическую функцию переменного т, которая совпадает с вели- 
чиной ВеР, (5х), когда х движется по нормали. Такую функцию } (5) 
легко выразить через значения полинома Р,(5х). При этом очевидны 
неравенства 
А, < (ип; Аб (п, + т, 

где п, и п, — число корней функции }(5) на соответствующем отрезке 
нормали. Числа п, и п, меньше, чем числа корней в кругах, построен- 
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ных как на диаметре на отрезках нормали. С помощью неравенств, 
основанных на формуле Иенсена-Якоби, легкс дать оценку для чисел 
п: и п,. Таким образом получаются равенства 


А, =0 (1, з=0 (1. 


Эти оценки справедливы равномерно для всех допустимых положений 
А и В. Отсюда следует формула для числа корней М внутри АВС 


№М=^ 548. (70) 


$ 9. Предыдущие результаты позволяют дать оценку для числа веще- 
ственных корней полинома Р„(5). Для этого заметим предварительно, 
что по свойству гармонических функций имеем 


до до 
ав 5% 45. (71) 
:4 й: 
Здесь в левой части контур ^ состоит из всей кривой о (5) =® (1), 
в правой части контур ^, — какой-нибудь простой замкнутый контур, 
внутри которого заключен контур ». На контуре ^, законны все пре- 


образования, какие проводятся в следующем вычислении с понятными 
обозначениями: 


1 1 
\ 8 = ( 5. я | 10818 —&| 4ё = ( 45 \ А = 
А: # —1 Я: —1 
И 1 
=) а ея (4$ = \ О 
О =: 
Поэтому из (71) получается 
\ 45 = 4. (72) 


В равенстве (70) придадим А и В такие положения, чтобы дуга АВ 
была самой длинной из допустимых, т.е. такие, чтобы область АВС 
еще не заходила внутрь кругов |< -Е1|=3й. Обозначим через А., В,, 
С. и, точки, симметричные относительно оси абсцисс для точек 
я В, С и р. Обозначим через № число корней Р‚ (<) в областях АВС 
и А,В,С\0.. В таком олучае имеем: 


аа (5 4+0(4) (73) 


Кроме того. из (72) следует 
п (до 
п== \ я 45. (74) 
й 


Отсюда 


а \ оО. (75) 


пт 
и 
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Здесь контур | состоит из дуг А. А и ВВ, контура ^. Ясно, что число 
вещественных корней полинома Р„(1) не больше, чем п — М. С другой 


до | с 
стороны, для величины 5 э; 4$ нетрудно найти простую оценку 


> 
(> а=0 (—8"). (76) 
. 


Отсюда и из (75) следует, что число вещественных корней полинома 
Р»(х) есть величина порядка не высшего, чем 109 п. 


т 


© 
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В. 0. КО7МТХ. ЗОВ ГА О15ТВВОТтОМ ОЕ ВАСТМЕ$ БЕЗ РОГУМОМИ$ 
ТАМ ГА МЕЁТНОШЕ ГЕ ООАОВАТОВЕ ШЕ ТСНЕВУСНЕЕЕ 


ВЕЗОМЕ 
Га шёФо4е 4е дааагафте 4е Терерусвей езё {оп@ёе зиг 1а Гогиие 


(74) аа = ЗИ) -- а) -.. +) 


Рапз сейе {огти]е 1ез потпЪгез 21, 2.,'..., Жи 8006 ©601318 4е 4еПе ша 
п1ёге, Чае семе Гоголе з01% угале Чапз $03 1ез саз, ой а Гопс®оп ] (5) 
ез$ ип ро1упбшме 4е 96огб ю. Оп рец сопз16гег 1ез попЪгез 21, 25, ..., т 
соташе 1ез гас1пез Я’ип ро1упбше Р, (х). Рапз ип фтауа! 4е $. М. Вегп- 
з‘ейп оп ‘тоцуе розб 1е ргоАше заг 1а 913 Ъамоп азушрюИдие рог 
п —> со 4ез гаслпез Чи ро]упбше Р„ (5). 

Папз се {тауаЙ }е Аоппе дае]чаез г6за1фа{з, Фо1 зе 'абасВеп® д се\е 
ЧаезМоп. Рагий сез гези!а1з оп а еп рагисиег ]ез зи1уапбз. 

1. оц 


:. ив 
108 я-т) 10Е #—0@ 


ой 105 (5—&) езё гёе] ропг = > 1. 
Рапз сез сопа110пз оп а 1а Гога йе злуаще: 


Оп зиррозе 1с1 чае 1е сопбопг С сопел & бег Г’ ИЦегуаПе де ’ахе 
гее]: —1 << 4. Та !опсйоп @1зсопапае р(2) ез® 46Нп1е раг 1ез сез- 
Чоп: 
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р (2) = (2), з1 д езф ип ро1пё 1п46еиг ди дотатше С, 
р (5) =0, 31 х езф ип рой ех{6меиг 4и дотате С. 
П. Сопз1Ч6гопз 1ез сочгБез дит зопё Ча6Йлег зиг 1а р!ап Ол раг 
’6аца оп 
1 
о (2) = ( 10512—#14#=С, &=ЕИ. 
—1 
биррозопз епсоге иа’оп а 
ри оли ор ен Иа 
Оп а 1а {огшо]е азутр4оаиае ройг п —> <: 


п 102? пР‚ (5) = п 108? п + (5) — 
| 


+0 (ит) (2) +0 Саша) ЕЕ (+0 


Ер рагАса6г, з1 1е ро1ф х езё з1{а6 зиг 1а сомгБе 
(2) =в (14 — 124), 


оп а 


(5 )"пловп-Р» (в) = —% [5+ =] [4-0 ев") |+ 


оны О Боев 


ПТ. Гез гасллез а ро\упбше Р,(х) зе 4гоцуеп6 егпёте 1ез сопгЪез 
© (2) =® (1 — 121) её ®(2) =1, з1 Гоп ехбие ропг ]ез уа]епгз ипрайгез 4е 
п а гасте х=0 её з1 1’оп ехс\ае дие]аие гаслпез Фиат реиуепф зе 4гой- 
уег & Гицемеиг 4ез сегс]ез |х--1| < 34, |[5— 41| < 34. 

Оп рецё @1ге дие 101цез ]ез гасшез 4е Р„(х), запз сотр\ег 11а гасте 
розз1е х=0, зе 4гоцуепф рог |]ез уаеигз 1гёз стап4ез 4е п Чапз 1е 
у0131пае ипт641аф 4е ]а соигЪе о (2) =1. 

ТУ. 501% М 1е пошрге 4ез гас1пез 4а ро]упбше Р,(х) Чат 00% зи 6з 
Фапз 1е уо1зштасе 4е 1а рагме АВ 4е 1а сопгЪе о (2)=1. Оп а 1а 
Гогтще: 


Мер \ 5 43 - [1 =(п)]. 


АВ 
Рапз сейме {огшше з(п)—>0 рошг п-> со. Оп 461ете раг — сошше 
Ч’Вариа4е 1а Ч6глубе зо1уао 1а погма]е 4е 1а соите АВ. 

У. $01 М. 1е пошЪге 4ез гаслпез гбе]ез 4е ро]упбше Р„ (5х). Оп а 1а 
{огте: 


№ = 0 (105 п). 
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С1аззе дез з4егса$ Отделение математических 
та\фетаИчиез е\ затиге!ез и естественных наук 


Я. Л. ГЕРОНИМУС 


ОБ ОДНОЙ ЭКСТРЕМАЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ ЧЕБЫШЕВА 


(Представлено академиком (©. Н. Бернштейном) 
В статье дается решение задачи о минимуме интеграла 
2 
\ 16 (8) 148, 
0 
где С (9)—произвольная тригонометрическая сумма п-го порядка, коэф- 
фициенты которой связаны данным линейным соотношением. } 
Рассмотрим , следующую экстремальную задачу: найти минимум 
интеграла 


г(6)= (16 (0)| 90 (1) 


>—% 


от модуля тригонометрического полинома порядка не выше п1 


п 
(8) =я У ке №, {в = к НВ», вв —=0, (2) 


В=0 


коэффициенты которого связаны линейным соотношением 


п 

о(6)=Я У ре-ь=1, — сы=аь-ЕФь в =0. (3) 

в=0 
Эта задача является обобщением задачи Чебышева (')—он рассматри- 
вал рациональные полиномы, а линейное соотношение сводилось к за- 
данию одного коэффициента. Задача Чебышева при задании старшего 
коэффициента была затем рассмотрена А. Коркиным и Г. Золотаревым (?) 
и М. Еиймага (3); затем она была обобщена в различных направлениях 
акад. С. Н. Бернштейном (4-7), а в последнее время Н. И. Ахиезером 
и М. Г. Крейном (3), (°). В статьях (-М) мы рассмотрели некоторые 
обобщения задачи Чебышева; в частности, мы показали, что поставлен- 
ная нами задача эквивалентна задаче Н. И. Ахиезера и М. Г. Крейна (15), 
а также дали ее решение в случае, когда в линейное соотношение вхо- 


‚ Да обовначает вещественную часть а. 
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212 
3 
В настоящей статье мы даем решение поставленной задачи в общем 
случае. 


дят не все коэффициенты, а [ ] старших. 


$1 


ЛЕММА 1. Среди тригонометрических полиномов С* (8), осуществ- 
ляющих минимум интеграла Г.(С) при условии о (С) =1, есть полином, 
все корни которого вещественны и различны; если он порядка п— У, 
(у=0), то все остальные полиномы, осуществляющие минимум, отли- 
чаются от него множителями порядка <», сохраняющими знак. 

Доказательство совершенно аналогично доказательству, приведен- 
ному в нашей заметке (13). 

Обозначая через С*(8) полином порядка п с 2(п — у) веществен- 
ными и различными корнями, осуществляющий минимум (1) при усло- 
вии (3), мы находим необходимые условия экстремума 


к п 

А а : 

зп С* (9) = = { о е р (ак с0з 20-Е Ь, зап А0) } -- Вил, 
В—1 

где ^Х — неопределенный множитель, а В», — остаток ряда, начинаю- 

щийся с гармоник (п - 1)-го порядка, 


со 


Виа = О (Ак соз 0 -- Вы зат Аб). 


#=п-1 


Мы имеем, таким образом, 


зо с* ая (2 У аа | + Выль д=е%, | (4) 
А=1 | 
) 


С(а*) = (6%) =^. 
Докажем теперь следующую лемму: 


ЛЕММА П. Всякий тригонометрический полином С (0) порядка т, 
все корни которого вещественны и различны, может быть представлен 


(и притом единственным образом) в такой форме 
6(9=9{ 2-ти? (2) }, ее (5) 


где и (2) — полином степени т, все корни которого лежат в области 
а. 


Пусть 


2т 
6 = [зв а 
ЕЕ 


введем два полинома 


$ (2) = П (2 — 2-0: 92) = 1] (< — 22); 2 = ей; 
Т=1 


Т=1 
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при 2=ей имеем 


ПОНИ = т НИИ ТО ЕБИИ 

2тУ $0) = Пи" ) 2290) а р й 
и, таким образом, находим 

С (0)=А $ (=) $ (=) $0 
Введем два новых полинома и (5) и о (5) 
_* = 
У о ее р 
тиф = (2) — о (2); о и (3) о (2); {6, 


мегко видеть, что они связаны между собой соотношением 1 


г(а) =ити (1). (7) 


Из (6) и (7) имеем 


и (2) _ ИА [_$(°) (2) 
8? |:ИЗ®) 230) 
на контуре |2|=1 полином и (5) не обращается в нуль, ибо обе функции 
С ет 
Е = 
т — вещественны при |5|=41 и не равны нулю одновре- 
УЗО — Уз ь 


менно; при обходе круга |5 |=1 в положительном направлении аргумент 
т 


функции и (2): ? увеличивается на тл; отсюда следует, что полином 
и (2) имеет все т корней в области || 1. Из формул (6) и (7) находим 


ее г эт? (© 
о © 


: окончательно получим 


СЯ { тии}, ао 


ВС 
$ е 
Так как полином С* (0) имеет 2(п — у) перемен знака в интервале 
(0, 2=), то его можно представить в указанном виде 


* (0) =Я { 2-ти? (2) } |<(2)Р, 2=е9, тет», 


где “(2)— произвольный полином степени < у. В таком случае зы 
имеем 


зат С* (6) — 6 5% 1 2—"и? (2) ВЕНЕ ке ы, 


СН и 


ы Е (2) обозначает функцию Ё (=). у которой все коэффициенты заменены сс- 
пряженными величинами. 


4% 


448 Я. Л. ГЕРОНИМУС 


введем обозначение 
=", з=е8, (10) 


и (=) 
(1 
== (0 
5 
где аргумент Ф меняется на 2м одновременно с 0. Мы получим 
(—1)^е А+ 


Со. = ЕЯ и. 


Е=0 


НЕО . (11) 
: = 


Сравнивая (4) с (11), мы видим, что на контуре |2|=1 совпадают ве- 
щественные части двух функций }, (2) и [.(2), где 


ве {+ Хы | РН, 
®=1 


ЕО 


пользуясь (6) и (7), легко находим 


1{ (0) = {ао }=0, 


и, кроме того, Л{ (0) } =0. 
Отсюда вытекает равенство 


баг (е+У ска} 4 (27+1), |2|<1; 
ее 


1 
полагая ^=т, мы приходим к разложению 


в (ауди |+, ев 9 
(7) т 


1 = 
нам надо теперь определить г=- так, чтобы полином и (2) степени п’ 


имел все свои корни в области |2|. 1. 
Задача сводится к нахождению функции 
Е (5) = во + 12-Е ПЕР ЕЕ (20), ЕН (13) 
регулярной в области |3! | и удовлетворяющей в ней неравенству 


[Е (2)| < 1, причем первые п-- 1 коэффициентов функции И(2) опреде- 
ляются из разложения 


у 
1 с РЕ | р . : 
Е { Е: Бо ЕАН 1 а" НО (14) 


2—4 
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Как известно, “условия Т. Эсвиг’а (16), необходимые и достаточные для 
существования функции ЁР(2) указанного типа, заключаются в том, 


чтобы детерминанты М., М,, ..., М»а+а, где 
10 О ров |2 
0 Я 0 0 Но МЕ1 
р О 10 м И, 
К-1 — ро 0 010 0 ; ((=0, ровен (15) 
ра о 001 . 0 
ри риф №00 1 


или все были положительны, или же чтобы они, начиная с некото- 
рого, были равны нулю, т. е. 
М. — 0, Шо М — 0 Ми Ино. М0: 


в этом последнем случае функция Р(2) будет типа (12) и по коэффи- 

циентам |0, №1,...› ри можно определить единственным образом поли- 

ном и(2) степени т, все корни которого лежат в области |2| < 1. 
Детерминанты М»: служат дискриминантами эрмитовых форм 


ь к 
Ныи+1 = о р — > род Е рана +... а [8; (16) 
1=0 1=0 


при Г, = со все эти формы являются определенными положительными; 
при р имеем о = -Е4, м, полагая в (16) ==... = 1=0, 


х, 0, получим 
к 


Нъа = {1— Мы } = 0; 


4=0 
С. 2 
следовательно, при уменьшении Г, от со до а хоть один детерми- 


нант при некотором значении Г, = Г» обратится в нуль; пусть это бу- 
дет Мт-+1; в таком случае мы имеем при =! 


М: 0, 0: а М. —0: Ия — Ми а — М0. 


Найдем при Г, = [» полином и (5) (степени т) из (12); в таком слу- 
чае при 2=е имеем 


321 С* (9) =з50 % { "и? (2 21“ а (2 =} 


=] а т р и 
— Е: Е =. ах Ха») 1 


‚ 1 Наши рассуждения аналогичны тем, которыми пользуются Н. И. Ахиезер и 
М. Г. Крейн в $4 (1%). 
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умножая обе части этого последнего равенства на произвольный три- 


гонометрический полином С (6) порядка не выше п и интегрируя, мы 
найдем неравенство 


Г сор с уав] =|(@)| < ИС), (18) 


0 
причем знак равенства имеет место только при 
С (9) =С* (9); 
таким образом, полином С*(8) действительно осуществляет минимум 
интеграла (1) при условии (3). 
Мы приходим к теореме: 
ТЕОРЕМА 1. Для всякого тригонометрического полинома 


п 
С (9) =) ро ке К"—в)8 ) {к = “к НЕ ЗВь, в = 0, 


К=0 


порядка не выше п, коэффициенты которого связаны линейным сооп.- 
ношением 


п 
о (б)=Я Утье-к=Ь =. в =0, 


К=1 


имеет место неравенство 


2“ 


= 16 (09148 > 7; (19) 


0 


Го является наибольшим положительным корнем уравнения 


1 0 ею То 0 шы ИЯ 

= 

т ов 
Я О ото 3 0, 

о 0 1 и 

ри Била №00 1 


причем числа | определяются из разложения 
п 
1 = 
5 { [+ Хы | } ро р --... Ни" ...; 
Е=1 


если при [= Миа=... =Мта=0, Мь-=0, то знак равенства 


в (19) имеет место для полинома С* (6), который (с точностью д0 пв- 
стоянного множителя) равен 


С* (0) = { 2-тил (2) } |<(®) В, з=ей; 
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< (2) произвольный полином стёпени не выше у=п— т, а полином и (2) 
степени т, все корни которого лежат в области |3| “1, находится 
из разложения 


вы | Усы | } = (2"+1); |211. 


$3 


Из нашей теоремы [| легко получить тот частный случай, когда 
в линейное соотношение входят не все коэффициенты, т. е. когда оно 


имеет следующий вид: 
5 


(6) = Х Тис, =1, (20) 
в=0 
причем $ = 7 в этом случае формула (12) дает 
р 0—8 ь = 
о (21) 
Я -) ®-=0 


отсюда вытекает, что и (2) должно делиться на 27° и, таким образом, 
мы имеем 

и (2) = 27° 9 (2), (22) 
где 9(2)—полином степени с=$ — у, все корни которого лежат в об- 


ласти |2|< 1. 
Полагая 9 =4[, находим 


ем... ый (22); —_ 


©? 


полином С*(8) имеет вид 


6* (0) = { 27-25+ 92 (2) } |< (2), а=еи. (24) 
Детерминант Ми-+1 в этом случае равен Ми: =” С.+1(8), где 

0 я В) И 
05 ОО Си—1 

С,+1(8)=| 900 оу о па МО) 
со 0 060 0 
с: бо 00:8 0 
р 0.0 5 


если 8, является наибольшим корнем уравнения С.+:(8)=0 кратности 
У--1 (У>0), то при 6=6 имеем 
С: (6%) > 0,..., С. (5%) > 0; Со (бо) = ... =С: (0) =0, 
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умножая обе части этого последнего равенства на произвольный три- 


гонометрический полином С (8) порядка не выше п и интегрируя, мы 
найдем неравенство 


25 7 


ГО (будь о (0) = < | (6)| = са, (18) 


0 
причем знак равенства имеет место только при 
С (8) =С* (0); 
таким образом, полином С*(0) действительно осуществляет минимум 
интеграла (1) при условии (3). 
Мы приходим к теореме: 
ТЕОРЕМА 1. Для всякого тригонометрического полинома 


п 
6 (0) =Я У ре, цей =0, 
Е=0 


порядка не выше п, коэффициенты которого связаны линейным сооп.- 
ношением 


о (б)=Я Утик =Ь ей. 50, 


®=1 


имеет место неравенство 


2“ 


Г(6)= 160148 = 7; (19) 


0 


Го является наибольшим положительным корнем уравнения 


050 О шв Ва 
О О О щ би— 
и аа р. 

Моча = 0 оо 0 =0, 
в 2998 
ри фл №00 1 


причем числа р определяются из разложения 
п 
И @ _ 
5 { вре Жал | } о -Ныя+ ре аа Е 
В=1 


если при [= Миь+=... =Мта=0, Ми -=0, то знак равенства 


в (19) имеет место для полинома С* (0), который (с точностью д0 пв- 
стоянного множителя) равен 


С* (6) =% { 2-ти? (2) } |< (2), з=ей; 


ОБ ОДНОЙ ЭКСТРЕМАЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ ЧЕБЫШЕВА &53 


Деля обе части (29) на |9(2)|?, получим при 2=е® 


Р (6. «). А 4 . 1 2 
ЕТ С Те) т | + Ва; (34) 
и я” 


умножая обе части этого равенства на С(0) и интегрируя, получим 
неравенство 


2п 2п 
16 (9) 149 __, ( 66) 48 
\ о. 


тА 
А а 
(2) В > 4608, 
0 


(32) 


справедливое для всех полиномов С (6), удовлетворяющих условию 


од’ + 06” =4, +’. (33) 
Мы приходим к следующей теореме: 


ТЕОРЕМА П. Пусть = ше данный полином, все корни 
А=0 


которого лежат в области |3| < 1; пусть также 


РЯ { м-в "|, зе. 


В таком случле задача о минимуме выражения 


25 25 
(16 (0) 146 —% } (8) 46, Аа (34) 
5 о к 
при условии 
(0) С (0) 
М п: гай ‚ 
\ ЕЕ а Я 2 = ей, (34) 


эквивалентна задаче о минимуме выражения 


25 25 


при условии 
2® 
6 =4 2—0; (35’) 
минимум в обоих случаях равен 4 сов 2 и полином, осуществляющий 
его, равен (с точностью д0 постоянного множителя) 
Р (6+9 (ат, ан. (36) 


Главный интерес этой теоремы заключается в следующем: условие 
(34’) сводится к линейному соотношению между $--1 старшими коэф- 
фициентами полинома С (0) 


2" " 
а 
) Га (2) 46 %® (6) я ее 4 ве: 
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условие же (35’) налагает ограничение только на один старший козф- 


фициент 
2т 


Из теоремы 1 легко получить соответствующую теорему для неот- 
рицательных тригонометрических полиномов. 
ТЕОРЕМА 11’. Задача о минимуме интеграла 


2п 

) ва, 

0 
где С (8) неотрицательный тригонометрический полином, подчиненный 
условию (34’), эквивалентна задаче 9 минимуме интеграла с весом 


25 
Е 
0 


при условии (35’); минимум в обоих случаях равен 2 и осуществляется 
полиномом 


|9 (в 96), < ““], ао. 


Для доказательства заметим, что при С (0) > 0 мы имеем из (32) 


27 а 4 с05 - 
} (0) а т. 
0 
приближая Х к 1, получим 
ее 08 —& 
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У. СЕВОМ!МО$. 5ОВ ОХ РВОВГЁМЕ ЕХТВЁМАТ ОЕ ТСНЕВУСНЕЕЕ 


ВЕЗОМЕ 


Оп Аётопуте 1е \6огёте за1уапа: 
Роит сйадие роупбте илеопотвитдие 


С (6) = Я У тью, иж, № =0, 
®=0 
4’огаге < п оетрат а соп@иоп 
°(С)=Я УХ ии =Ь сы, 9=0 


=0 
0п а Ртевайае 


| 


(6) = 16 (6) > т; () 


> —® 


1» @ат а риз етапае тасте 4е Редиайоп Ми =0 (15); 1ез потёфгех 
м. зопё 4вйтиз раг 1е аесеюрретет 
Е — $ 
8 { |+» са" |} а О 
В—1 
5: роиг Г. = 1% опа 
ИМ — Мн: 0, Ми 0. 


1е я епе а’ввайлё.4апз (Г) п’а Цей чие роиг 1е роупбте (* (0) дир ей 
4оппё раг 1а Югтше 


6* (0) =%{ 2-ти? (2) } [< (2) 1, 2=ей, 
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0й <(2) езё ип рОупбте атфитадте 4е аезтё <уэ=п— т аззи]е а 1а 
зеще тезётсиоп в (С*) =1; и (5) езё ип р01упбте 4е аезтё т пе з’аппи- 
ап раз роиг || =1 фи езё аейть раг 1е аесёорретепа 


ее 4 { ауд] } -{ (27+). 
"#(-) ы #—=1 


5014 шани{епатф 9(л)= Хи" ип ройупбше 4опп6 ауапф $0ез зез 
=0 
трас1пез Чапз 1е доташе |2| < 1 е% 301% 


Р(8)=9% { 2”-2:42 (2) }, 2=ей; 
оп а а|огз 1е 1№богёте зи1уапё: 


Га тесйегсйе ай питтит ае Гехртгезлот 


27: 2“ 
16 (в) 198 —* ( 6(8) 48, фев 


0 


© 


з0и$ [а сопароп 


25 
С (9) Р (9) . п—1 
—_—_ 90 — иде 19 = 
\ А < [№5 | ее 
ез{ вощете а 1а тесйегсйе 4 тлттит ае Рехргезятопв 
12 (0) 148 (6) 48 
И Ей 
| Га (=) | ев ГЕ. 
500$ 1а сопаиоп 
6 Р (0) 
О == 11. 
\ [4 (=) № о | 


Га соп4Илоп (11) езё папе ге]аяоп Ппбалге епёте 1ез 3-1 ргетлегз сое{- 
Нслет4з 4е С (0) 4ап941з адае 4апз 1а сопа ов (ПТ) оп пе 1тоцуе дае 
1е ргеплег сое слепф. 

Оп И 6огёше апа]обие зи6з134е ропг 1ез ро]упблез поп пбоа в. 


и“ - 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1938 
ВОГЬЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ1Е ОЕЗ ЗСЛЕМСЕЗ ОЕ 10833 


С1аззе 4ез зс1епсез Отделение математических 
ташетадиез е\ па“игеЦез и естественных наук 


В. И. РОМАНОВСКИЙ 


АНАЛИТИЧЕСКИЕ НЕРАВЕНСТВА И СТАТИСТИЧЕСКИЕ 
КРИТЕРИИ 


(Представлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В статье используются разные аналитические неравенства, как, 
например, обобщенное неравенство Коши, неравенства Гельдера и Мин- 
ковского, для построения различных статистических критериев незави- 
симости, степенной зависимости и линейного подобия. 

1. Обычный ход математического исследования какой-либо конкрет- 
ной проблемы заключается в следующем. Путем введения определенных 
предположений, доступных математической формулировке и большей 
частью упрощающих действительное положение вещей, создается 
математический аппарат, из исследования свойств которого вытекают 
затем при надлежащей конкретной интерпретации свойства изучаемых 
явлений, подлежащих опытной проверке. Свойства созданного матема- 
тического аппарата играют в таком исследовании основную роль: они 
призваны отражать реальные свойства изучаемого круга явлений. 
В этом положении заключаются и сила и недостатки математического 
исследования: при удачном выборе математического аппарата мы полу- 
чаем точно действующее и большей частью значительно более простое 
и эффэктивное средство, чем прямое экспериментальное исследование, 
но вместе с тем из математического аппарата нельзя извлечь ничего 
другого, кроме того, что в нем заключается, тогда как эксперимент 
обладает бесконечными возможностями. Но обычный ход математиче- 
ского исследования конкрэтных проблем не исчерпывает всех возмож- 
ностей математики и заключает в себе элемент случайности, ибо аппарат 
создается а@ Вос. Можно ожидать более эффективного использования 
математики в применениях, если обратить этот обычный ход и рассмо- 
треть, к исследованию какого рода конкретных проблем пригоден извест- 
ный класс математических средств, точно и более или менее широко 
определенный. 

Такой задаче обращения’ посвящена настоящая работа. В ней рас- 
сматривается, как можно использовать богатый [запас аналитических 
неравенств в зостроении статистических критериев. Чтобы 1пояснить 
основную мысль работы, мы рассмотрим для примера вопрос о роли 
неравенства Коши в теории корреляции. 
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2. Неравенетво Коши. Предположим, что для двух величин Хи У 
независимые наблюдения дали два ряда значений 


аа | и) 

Уз, Уз, --.> Уп, 
которые обнаруживают некоторую зависимость между соответствующими 
значениями Х и У. Наиболее простые вопросы, которые возникают 
при исследовании рядов (1) с точки зрения зависимости между Х и У, 
заключаются в определении формы и силы связи Х и У. При опреде- 
лении формы связи чаще всего выбирают линейную зависимость, так 
как факты часто согласуются с таким предположением. Если искать 
эту зависимость по способу наименьших квадратов, то она может быть 

написана в виде 

НиТ, й 

у © 
где т, у, в; и в, представляют средние и стандарты наблюденных зна- 
чений Х иуУ. Затем можно путем довольно естественных рассуждений (*) 


пытаться оценить силу связи Х п У. определяя значение величипы 


которая оказывается равной коэффициенту г в уравнении (2). Злесь 
руководящим принципом является тот факт, что в случае линейной но- 
зависимости Х и У выписанная нами величина равна нулю, а в слу- 
чае функциональной линейной связи их она равна единице. Таким 
путем, который в действительности был труден, полон неясностей и 
был пройден далеко не быстро, получивши полную ясность и обосно- 


ванность только в стохастической теории корреляции, мы приходим 


к коэффициенту корреляции 


У (1,2) и-9 


пс 


т — 


хбу 
как к критерию линейной зависимости и мере линейной связи. 
Этому коэффициенту нетрудно придать вид 


[2 
У, 


Е -> 


И Уч, 


вводя величины 
а=я:—жи 6:-9:—9, 


и тогда основное для теории корреляции свойство коэффициента ксрре- 


ляции принимать значение 0, когда Х и У линейно независимы, и 


значение 1, когда они находятся в функциональной линейной связи, 
тотчас вытекает из неравенства Коши 


2 2 
(Ха) = Уа Ув, (3) 
справедливого для любых вещественных а; и 6; и открытого задолго 
до его использования в теории корреляции. В частности, известно, 
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что равенство в нем достигается только в том случае, когда 6; про- 
порциональны а;, т. е. когда 


А Я о 


причем &— некоторое постоянное число, следовательно, когда а и 6: 
связаны функциональной линейной связью. Последнее обстоятельство 
показывает, что коэффициент корреляции может служить для оценки 
силы лишь линейной связи межлу наблюденными значениями. Оно 


вытекает из свойств примененного к оценке связи между Х и У мате- 
матического аппарата и ранее, часто и теперь, упускалось из виду: 
коэффициент корреляции рассматривается в этих случаях как мера 
связи Х и У вообще, что совершенно недопустимо. 

Но использованием неравенства Коши в теории корреляции не кон- 
чаются его статистические применения. Сейчас мы укажем еще на два 
применения его, которые должны играть важную роль в статистиче- 
ских исследованиях, хотя, насколько мне известно, никем еще не ука- 
зывались. 

3. Критерий независимости. Будем рассматривать некоторый при- 
знак или явление А и его отрицание А нарялу с некоторыми призна- 
ками или явлениями В+, В.,..., Ви и предположим, что нужно уста- 
новить, влияют ли последние некоторым образом на А или не влияют. 
Пусть нам даны результаты / опытов, представленных табл. 1, 
в которой а; и 6; представляют частоты комбинаций АВ; и АВ,, (== 
—=а; 16, а= Ха, 6&= Уи М= Уа-- Ув= Хе=а-Ь. 

Возьмем теперь неравен- 
ство (3) Коши и будем в нем 
истолковывать а; и 6; как ча- 
стоты табл. 1. Построим за- 
тем величину 


. А а Е мо ба а 
аб 

Я : (4) а 

Мы будем иметь 


Е (5) 


Таблица 1 


>| 
= 
5 
= 
[2 
= 
з 
= 


С1 ль || 


причем с=1 лишь тогда, когда ряды частот а; и 6; пропорциональны. 
Очевидно, что такая пропорциональность указывает на полную незави- 
симость А от В,, В., ..., Ви. Затем с может равняться нулю в наших 
конкретных условиях лишь тогда, когда для всякого а:==0 соответ- 


ственно 6; = 0, причем не 
Таблица 2 
а - к —- все а; или не все 6; нули. 
| ВоВе АВ Этот случай всегда можно 
‚в ты _ __| представить в виде табл. 2. 
| = 
ах В оао Условимся полагать с = 0 
ь и тогда, когда все а; или 
77%+1 з 


все 6; нули. Тогда мы мо- 
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жем равенство с =0 истолковать как указание на полную связь Ас 


ВоВ: В: 
Таким образом, мы приходим к выводу, что число с можно рас- 
сматривать как критерий независимости А от В,, В., ..., Вь; если 


‹=1, мы имеем полную независимость, если с=0— полную зависи- 
мость; промежуточные значения с указывают на большую или меньшую 
зависимость А от В;. 

Нетрудно построить теорию критерия с, но мы не будем этим зани- 
маться. Заметим только, что многое для нее подготовлено в теории 
корреляции и в теории ассоциации или сопряженности. Следует также 
отметить, что критерий с проще коэффициента сопряженности, при 
помощи которого также можно исследовать зависимость или незави- 
симость А и В; и который для нашего случая можно написать в таком 


виде: 
[7 0- 
К= ил» ас 3 


: 


4. Критерий сходетва воздействия. Пусть, например, испытывается 
воздействие ряда фэкторов С,, С», ..., Си на урожаи двух сортов хлопка 
А и В. Предположим, что результаты опытов, поставленных для изу- 
чения этого воздействия, представлены табл. 3, где а; и В; сбознач: ‘от 
урожаи сортов А и В, наблюденные при воздействии фэктора С+. 

Е Воспользуемся опять величиной 


| и 


С, [Ивос 8 УиаУь : 


Она может равняться 1 только тогда, 

А Са от когда а; пропорционально 6;. Но про- 

В р Юр порциональность величина; величинам 6; 

указывает на то, что воздействие фак- 

торов С; на А и В одинаково. Прибли- 
жение же ск нулю указывает на то, что воздействие это приближается 
к полному различию. Предельный случай, для нашей задачи фэктиче- 
ски едва ли возможный, соответствует схеме табл. 2 и показывал бы, 
что фэкторы С; можно разбить на две группы, из которых одна совер- 
шенно угнетала бы сорт А, а другая — сорт В. Такое положение дела 
соответствовало бы полному различию в воздействии факторов С; на 
сорта А и В. 

Табл. 3 может представлять также результаты изменений, которые 
претерпевают величины А и В в зависимости от изменений некоторой 
третьей величины или признака С. Тогда с можно рассматривать как 
критерий линейного подобия в значениях А и В. 

5. Обобщение неравенетва Коши. Известно ((?), стр. 16), что нера- 


венство Коши можно обобщить следующим образом: для всех веще- 
ственных 


а: = 11, а4о, .... ат  (1=1,п) 
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имеет место неравенство 


У Уаа, -° Урала 


И Уаза: У а я Ува» >0, 


Е, Ханы а Ув 


причем равенство наступает только тогда, когда ряды значений вели- 
чины 


2, Ч. а 
линейно зависимы, т. е. когда можно найти числа 
о, св Жл) 


не все одновременно равные нулю и такие, что. 
Уна =0 для й=1, т. 
т 
Пусть теперь 
Хе @рь 
Св —= (6) 
УЗ У Хе». 


Тогда, введя обозначение 
ц 


р 
Кр 5 С 
2“ .-2 2 
У: > а> еж УС 
мы будем иметь 
Ре ба 
бл эвь @ 
К“ ЕО: (7) 
Спл Спэ ®` ® ® 1 


Затем нетрудно показать, что 


К» = Кп —1) (8) 
откуда, так как 
2 
К, =84| 6 = Л , 
мы будем иметь 
А: 
Таким образом, введенная нами величина К„ удовлетворяет нера- 
венствам 
ОА. (9) 


Мы не будем останавливаться на хорошо известной интерпретации 
неравенств (9), которую они находят ‘в теории множественной корре- 
ляции, и рассмотрим их истолкование для того случая, когда а пред- 
ставляет частоту комбинации значений А; и В, двух признаков Аи В 
в некоторой статистической совокупности 5. Тогда существование 
равенств 


Узаь =0 для й=1,т 
т 


ИМЕН, Серия математич., № 4 


< 
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равносильно независимости признаков А и В в 5, следовательно, 
равенство 
В: 0 
представляет признак независимости А и В вб. 
Заметим теперь, что К, может равняться 1 лишь тогда, когда 
с12=0. Затем, так как 
К. < К, < Ку, 


то К. может равняться 1 лишь тогда, когда К, =1, т.е. когда с. =0. 
Но в этом случае 


1-0) 6 
2 2 2 
Кз= 0 т Соз —4 — 613 — 653, 
Сзт Сза 1 


следовательно, К, может равняться 1 лишь тогда, когда кроме 
исчезают также С1з И С». 


Затем, если сь=0 для #й=1,п—1, то 


1 0 оО Сэ | 
0 й эх. № 0 Сзп, | 
АЕ= . .. 6 зав С, — Ст 5 

о. 0 $1 1 Сп-1, п 

Сп? Стз ...: Спп-1 1 
откуда 

2 2 2 
«п = 1 си ет —... = Сп-1п. 

Следовательно, 


Кр 


лишь тогда, когда все с» (№ =1,0; 1 = 1) нули. 
Наконец, заметим, что все сл могут равняться нулю только тогда, 
когда в каждом 
ря @лк 


У У, 


нет пар значений ал и а, одновременно не равных нулю; в этом 
случае необходимо т>п и признаки А; и В,» (1=1,п и #=1,т) пол- 
ностью ассоциированы. Если т=и, то все си, могут равняться нулю 
только тогда, когда существует такая перестановка 


Св = 


“1, “о, +. бт 
номеров 1, 2,..., п, для которой 
@1а, › @2",› ...) Сто 


не нули, тогда как все другие а;, нули. Так как и этот случай ука- 
зывает на полную ассоциацию признаков А; и В», при которой каждый 


из признаков А; сопровождается одним определенным признаком В, 
и только им, то, следовательно, равенство 


ЖК 1 


АНАЛИТИЧЕСКИЕ НЕРАВЕНСТВА И СТАТИСТИЧЕСКИЕ КРИТЕРИИ 463 


указывает на полную сопряженность признаков А; и В, в совокуп- 
ности 5. 


Таким образом, мы видим, что число К» можно считать коэффи- 
циентом сопряженности признаков А; и В». 

Следует заметить, что этот коэффициент проще для вычислений, 
чем коэффициент взаимной сопряженности Пирсона-Чупрова. Кроме 
того, повидимому, легче построить и теорию его, чем для коэффициента 
Пирсона-Чупрова. 


Можно указать еще на одно применение числа К». 


И Пусть 
а (й=1,т) представляют значения величин а@;(1=41,п), которые 
последние получают под воздействием факторов В» (#=1,т). Тогда 


число К» можно истолковывать как критерий сходства воздействия 
рассматриваемых факторов на величины а;, причем равенство 


В© 


указывает на то, что факторы В» на величины 4; воздействуют одина- 
ково, так так тогда мы имеем соотношения 


Узнав =0 (®=1,т), 


в которых не все 1; нули, а равенство 

РИ! 
указывает на полную специфичность воздействия факторов В» на вели- 
чины 4; которая сказывается в том, что для любой пары аз и аль 


(К =1,7т) любых величин а; и а» оба члена пары не могут одновре- 
менно отличаться от нуля. 


6. Неравенство Гельдера. Неравенство Гельдера ((?), стр. 24, теорема 
13) можно формулировать следующим образом. 


Пусть аз, 61, =1,п, неотрицательные вещественные числа, 


Е о 


тогда 
ее а 
к)® ®^ Е" 
Увы = (Ха) (Хы), если &>1, (10) 
и 
1 1 
в) Е в’ Е’ - 
Ма: >= (Ха!) (У )”, если < 1, (11) 
причем равенство в обоих случаях ПОеаЕхОя только тогда, когда 
числа а пропорциональны числам 5’; во втором случае (й 1) равен- 


ство возможно еще тогда, когда все 4:6; нули и когда не имеет смысла 
в этом случае суммам У/аё или УЕ или обеим вместе приписывать 
значение, отличное от нуля. 
Рассмотрим случай № > 1. Тогда мы будем иметь неравенство (10) 
и потому, построив число 
Ура 


(314)* (ы у 


Твк’ — 


. 
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мы будем иметь 
0 < гл», < 1, 


причем гль, =0, если Уа:5: =0, 1:0) Уа =0и В. Е 0, те эеля 
не все а; и не все В; нули, но все а;6; нули, и гк =1, если мы 
имеем 

5 = Са: Ат, 
где С —не равное нулю постоянное положительное число, 

Будем теперь а; и 6; истолковывать как наблюденные значения слу- 
чайных переменных х и 7, принимающих положительные значения. 
Тогда Ура: В; = 0 и Г»к’ > 0, значение же 1 число гк». в этом случае 
может принимать лишь тогда, когда значения х=а; и у=ф; удовле= 
творяют равенству 

у“ =С1^, (12) 
или, что все равно, равенству 

уже" (12 Ъ13) 
(С.— постоянное положительное число). Отсюда ясно, что число Гьк’ 
может служить мерой степенной связанности величин х и у, которая 
нередко наблюдается в действительных явлениях. 

Для случая 0О< Ё< 1 мы имеем гь»к. > 1, причем равенство возможно 
лишь тогда, когда а; и 6; (все положительные) опять удовлетворяют 

равенствам (12) или (12 13). 


ии Когда А 0, тогда 0 < А’ < 1, 
| 5 9 $ и мы возвращаемся к только 
что рассмотренному случаю, 
а о Е а переменив ролями х и у. 
Возьмем, например, табл. 
283 33.3 =. 55.2. 4, в которой приведены ко- 
| 288 35.2 353 65.6 личества © безводного хло- 
293 37.2 373 77.3 ристого аммония (в граммах), 
| способного растворяться в 


100 г воды при абсолютной 
температуре 0” (данные взяты из книги К. А. Семендяева, Эмпириче- 
ские формулы, ГТТИ, 41933, стр. 13). Мы имеем здесь по вычислениям 
К. А. Семендяева 
5$=0.382-10-6. 03-09 , 
следовательно, 
1 


к=4.09; "==%=1.323625; + =0.2444989; № -=0.7555010. 


Затем мы находим 
У195 =123194.0; 
1 
(У) ^ =530.9336 , 
(315")" =232.0448, 
1 1 


(3) * (У15*)" — 123198.8, 


2 = 
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откуда 


123194 .0 
ГвЕ’ = 7123198_8. 23198.8 — 0.99996. 


Полученное значение г»», весьма близко: к единице, стало быть, при- 
веденные в табл. А значения 5 и 0 действительно находятся в зависи- 
мости, весьма близкой к полученной К. А. Семендяевым. 

7. Обобщения неравенетва Гельдера. К неравенствам Гельд ра при- 
мыкают два его обобщения, которые, подобно ему, могут быть исполь 
зованы в статистике. 

Пусть 


(13) 


СООО САОВООЫ 


представляют т рядов неотрицательных чисел и пусть положительные 
числа (1, 42, ...› п удовлетворяют условию 


91 92- ... +91=1. 


Тогда мы можем писать ((?), стр. 21): 
ага... ато... ... РИ... = 


= (а. +... +1)‘ (а - ... +Ь)°... (%- Е... В)®, (44) 
причем равенство достигается только тогда, когда каждые две колонны 
матрицы (13) пропорциональны друг другу или когда в ней будет 
иметься по крайней мере один столбец, состоящий только из нулей. 
Последний случай мы не будем рассматривать и будем предполагать, 
что в каждом столбце матрицы (43) есть числа, отличные от нуля. 

Необходимым и достаточным условием пропорциональности колонн 
матрицы (23) является выполнение равенств 


акб. а, —=0, а, ас, =0,.. А, В =0 
для всех значений {» и у. Это же условие необходимо и достаточно для 
пропорциональности строк матрицы (13). Вместе с тем, заменяя в нашей 


матрице строки на столбцы и вводя т положительных чисел %,, в, ...) 7 
подчиненных опять условию 


«В... {А =1, 


мы можем написать 


а пы и (15) 


причем равенство опять достигается лишь тогда, когда или ряды мат- 
рицы (13) пропорциональны друг другу или по крайней мере один из 
них состоит лишь из нулей (этот случай мы также не будем далее 
рассматривать). 


#1 
За числа 9: в первом случае можно взять г и тогда мы получим 


Ся... с (= С(ать-+... +1, (16) 
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обозначая через С (и) среднюю геометрическую величин ил, И», ...>, Ил, 


т. е. полагая 
1 


п 
С (и) = (ви. ... ип)" = У или, о т 
(берется вещественное положительное значение корня). 
Во втором случае мы можем положить 


& =В = еьь == 


и тогда (15) даст нам 


1 
У (46...10"=(Уазь... У: (17) 
Практически в статистических исследованиях удобнее пользоваться 
неравенствами (16) и (17) и мы только их и будем рассматривать. Возь- 
мем неравенство (16). Его можно использовать в двух направлениях— 
для построения критерия независимости и критерия линейного подобия. 
Критерий независимости. Пусть матрица (13) представляет 
частоты, с которыми наблюдаются некоторые величины или события 


8 


СЕЙ 1 
в соединении с величинами или событиями 
3, Ве Ваз 
так что а, есть частота совмещения АЕ,, 6, — частота совмещения ВЕ, 
ит. п. А, В, ..., могут, например, обозначать значения случайной 
переменной х а Е, Е.,..., Е, —значения случайной переменной у. 


Тогда, построив величину 


берем ЕВ 
| Е (18) 


мы будем иметь 
ПЕ 
причем К =1 только тогда, когда все столбцы (и, следовательно, все 
строки) матрицы (13) пропорциональны друг другу, т. е. когда ряды 
А, В, и" и Е,, Е», созыва 


независимы. Случай К =0 вообще не имеет определенного статистиче- 


ского истолкования, так как он может наступить, например, когда, 
при т=п, 


а === ... = ==0. 


Но если т=п=2, т. е. в случае четверной таблицы распределения 
вида табл. 5, он указывает на полную сопря- 


Таблица 5 
ыы женность признаков А и В. 


| Ва В Для такой таблицы 
о 
ЕН (19) 
А оне И (ас) (6+ а) 
А С а 


и это К может равняться нулю при условии, 


8 что нет пустых строк или столбцов, только 
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в двух случаях: когда либо ф=с=0 либо а=4=0, т.е. в случае 
полной положительной или отрицательной сопряженности призна- 
ков А и В. 

Критерий линейного подобия. Будем теперь в. матрице 
(13) считать 


а;, Ь., 9 [3 


значениями некоторых случайных величин 
о 


принимающих лишь неотрицательные значения. Пусть при этом зна- 
чения 


а; , Ь., 5.9 | 


наблюдаются при осуществлении условий 5; (1=1,п). Тогда величину 
К, определяемую равенством (18), можно рассматривать как критерий 
линейного подобия величин А, В, ..., Г при условиях 5;. Это линей- 
ное подобие естественно считать полным, когда К =1, и отсутствующим, 
когда К =0. Оно может быть, например, истолковано как более или 
менее одинаковая реакция величин А, В,..., [ на некоторые изменяю- 
щиеся условия 5; качественного или количественного характера. 
Укажем на одно из возможных применений величины К как кри- 
терия линейного подобия. Пусть в табл. 6 А, В, ..., Ь представляют 
некоторые, например, хлоп- 


е Таблица 6 
ковые районы и При 


Пу Ча ово Яро То о АГ | 
9. --, ба 
А а а, ав 
и т. д. представляют планы 
заготовок хлопка (столбец В во в 5, 
Т.) и действительные вы- 
полнения плана в моменты 
те д п 1, 


Т,, Т., ..., Ть по районам 
А, В ит. д. Составляя коэф- 
фициент К для этих данных, мы можем по степени близости его 
к 1 судить о более или менее равномерном выполнении плана заго- 
товок хлопка и, следовательно, о большей или меньшей организован- 
ности заготовок по рассматриваемым районам. В табл. 6 можно, ко- 
нечно, опустить плановые количества заготовок @%, в, ..., 5 и рас- 


сматривать лишь а; 6;, ..., й (1=1,п) — количества действительных 
заготовок, которые могут быть представлены в процентах плана. 

Возьмем, например, данные о заготовке хлопка по девяти районам 
Сурхан-Дарьинского округа Узбекской ССР на 18.ХТ, 28.ХТ, 44.ХИ, 
21.ХИ и 26.ХИ 1937 г., выраженные в процентах плана по этим 
районам и представленные в табл. 7 (эти данные взяты из газеты 
«Правда Востока»). 
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Таблица 7 


18. Х1 | 1 41. ХИ | 21.ХИ | 26.ХИ | 
93.2 96.9 102.1 105.1 106.7 
| 73.9 76.2 80.0 81.4 82 0 
| 69.1 72.4 77.4 78.9 79.7 
91.4 94.0 99.1 101.1 101.8 
98.7 97.5 101.9 103.7 104.8 
72.0 77.2 81.5 84.5 86.8 
69.0 73.5 77.3 79.3 80.1 
93.1 96.7 102.0 104.6 105.4 
72.4 77.2 81.5 84.5 85.8 
727.8 | 761.6 802.5 823.1 | 833.1 


Беря средние геометрические по строкам, получим 


с,=100.67 
С 95 
б.= 15.73 


С.— 73.64 б.=75.33 
С, =100.23 6. —250.22 
С,=100.25 С, =80.43 


Средняя геометрическая сумм столбцов равна 


1 
С = (727.8.761.6.802.5.823.1-833.1)5 =788.62 . 
Следовательно, 


К = 


Ус 


— 788.62 


—=0.99996. 


Близость этого числа к 1 показывает равномерную организованность 
заготовок по районам и их ясную независимость от времени. Этот вывод 


можно подтвердить, 


рассматривая темпы заготовок, которые проще 


всего характеризовать приращениями процента заготовок за рас- 


Таблица 8 


3:7 5.2 3.0 1.6 
2.3 3.8 1.4 0.6 
3.3 4.7 1.8 0.8 
2.6 5.4 2.0 0.7 
3.8 4.4 1.8 а 
5.2 4.3 3.0 2.3 
4.5 3.8 2.0 0.8 
3.6 5.3 2.6 0.8 
4.8 4.3 3.0 1.3 
33.8 40.9 20.6 40.0 


сматриваемые промежутки времени 
для каждого из районов. Эти прира- 
щения даны в табл. 8, которая по- 
казывает большое однообразие темпов 
и для которой 


| К=0.94978 


подтверждает это однообразие. 

Для оценки полученных значений 
К нужно было бы знать среднюю 
квадратическую погрешность К, но 
она остается пока неизвестной. 


Об использовании неравенства (45) можно повторить все то, что 
было сказано об использовании неравенства (14). 
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8. Неравенетво Минковского. Неравенство Минковского можно фор- 
мулировать следующим образом ((?), стр. 30). 
Пусть г= 1 и представляет конечное число. Введем затем обозна- 


чение г 
М, (ип) = В 


и будем опять рассматривать матрицу (13). Тогда неравенство Мин- 
ковского будет иметь вид 
М, (а) + М, (5) +... М, (1) > М, (а ь- ... +7 


дляг>1и 
М}(а)-+ М, (5+... +М, (1 < М, (а+5+ ... +1 


для г< 1, причем в обоих случаях равенство возможно только тогда, 
когда строки матрицы (13) пропорциональны или котда г<0и 


а, =0,= ... = =0 
для некоторых у. 
Мы рассмотрим случай г>1 и будем соответственное неравенство 
писать в следующей, очевидно эквивалентной прежней, форме: 


1 1 1 
[У @+ь+... Табо О" 69) 
Здесь равенство возможно лишь тогда, когда мы можем писать 
@=9 8, В: =ВЬ, *-) В=Ан, в=1,п, 
где а, В,..., ^— некоторые постоянные числа и #— некоторая вспомо- 
гательная переменная, принимающая значения {4,, $,, ..., 1. 


_ Неравенство (20), подобно неравенству Гельдера, можно исполь- 
зовать в двух направлениях: для построения критерия независимости 
и критерия линейного подобия. 

Критерий независимости. Пусть числа матрицы (13) представ- 
ляют частоты некоторых качественных или количественных признаков 
А, В, ..., Ь в соединении с признаками Е, Е», ..., Е — совершенно 
так же, как выше, когда мы рассматривали неравенство (16). Построим 


затем число 
1 


Н, = [У +... +в] 
(У +... в (1) 


которое, для г > 1, будет удовлетворять неравенствам 

0< Я, =1. 
Когда хоть одна из рассматриваемых частот не равна нулю, Н, = 0. 
Затем Н, может равняться 1 только тогда, когда строки матрицы (13) 


пропорциональны друг другу, что соответствует, очевидно, полной 
независимости признаков А, В, ..., [ от признаков Е. Е., ..., Е. 


, (21) 


1 
т 
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и 


Рассмотрим далее случай, когда п=т и 


а, 0, &в=аз= ... =@в=0 

0, В=6. =... =би=0 

ЕО, ео = =0 

Тогда 
1 
ОМИ та ри, 
а +6... 

Это значение Н, соответствует полной связи рассматриваемых нами 
признаков, когда каждый из признаков А, В,..., № может встретиться 
только в соединении с одним определенным из признаков Е|, Е», ..., Ел» 


и обратно, т. е. когда между обоими рядами признаков существует 
одно- однозначное соответствие. 
* 
Исследуем Н,. Пусть 


а. в - ... м: 


№, очевидно, есть общее число наблюдений. Тогдь 


1 
* 1 = 
НИ = у (а и и)" 
и достигает, как нетрудно видеть, наименьшего значения для 
| м 
а: = 6 = ея =Ш=>. 


Это наименьшее значение равно 
1 
Е » тт 
шт ЯН» =— 
т 


Затем можно обнаружить, что наименьшее значение Н, достигается 
только для тех значений частот матрицы (13), которые мы только что 
рассмотрели. 

Таким образом, мы имеем 
т 
Ни У (22) 
причем наименьшее значение Н,“ достигается только тогда, когда 
в матрице (13) число строк и столбцов одинаково и равно т и когда 
в каждом ряду есть только одна частота, отличная от нуля, причем 
отличные от нуля частоты все одинаковы и встречаются по одной 
в каждом столбце. Этот случай можно назвать случаем полной одина- 
ковой или равномерной зависимости признаков А, В, ..., Г от при- 
знаков Е,, Е., ..., Вл. 

Следует отметить, что анализ значения Н, критерия Н, привел нас 
к понятию полной равномерной зависимости двух рядов признаков. 
Это понятие соответствует не только аналитическому факту — условию, 
при котором достигается минимум величины Н,, но имеет и реальное 
статистическое значение: оно отражает тот случай, когда не только 
существует одно-однозначная сопряженность двух рядов признаков, но 
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когда, кроме того, сопряженные пары признаков встречаются одинаково 
часто. Свойство критерия Н, улавливать и этот случай дает ему неко- 
торое преимущество перед коэффициентом сопряженности Пирсона-Чуп- 
рова, который этого -случая не отличает от случая вообще полной 
сопряженности. 

На практике проще всего брать г=2. Тогда, опуская значок 2, 


можно просто писать 
и 


ИУ Уе+уИ Ув +... +И Ув 
причем будем иметь неравенства 
уЕ=Н<1 (24) 


1 ы | 
и случай в будет соответствовать полной равномерной сопря- 
т 


женности признаков, а случай Н=1—их полной независимости. 

Критерий линейного подобия. Будем теперь рассматри- 
вать случайные переменные х, у, ..., и, принимающие положительные 
значения, и пусть 

@;, Ь., о. +59 [., ЕЕ: 
будут их наблюденными в И испытаниях 5; (или при условиях 5;) зна- 
чениями. Мы опять можем построить Н,, причем Н, будет равно 4 
только тогда, когда а;, 6;,..., В будет удовлетворять уравнениям вида 
Е А Аа ОН 

где {— некоторая вспомогательная переменная и %, В, ..., ^ — посто- 
янные числа. Естественно в этом случае величины 2, у, ..., и называть 
линейно подобными. Тогда близость Н, (или Н) к 1 может служить 
критерием приближения величин 5, у,....й к линейному подобию, 
которое может служить признаком одинакового воздействия на наши 
величины условий 5; . 

Так, например, вычисляя Н для табл. 7 и 8 заготовок хлопка, мы 
получим значения 

Н’ =0.99996 и Н”=0.98897 

соответственно. Они приводят нас к тому же выводу о заготовках и их 
темпах, которые были получены выше при помощи коэффициента К. 

Наименьшее значение Н, (или Н) соответствует факту полной спе- 


цифичности воздействия условий 5; на величины 2, у, ..., и. 
Частным случаем линейного подобия является равенство величин 
д, у,.... и между собой, которое, следовательно, также может испы- 


тываться критерием Н, (или Н). 

Числа Н, и Н могут также, в известной мере, заменить коэффи- 
циент корреляции, когда они составляются для двух величин и имеют, 
следовательно, вид 
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В этом случае Н‚„=Н=1 только при точной линейной связи вели- 
чин хи 79, принимающих значения а; и 6.. 
Для четверной таблицы 


з|н= 


р = (а 6," - (а» - 6.)"] 
о И 

(а1 -- аз)" + (м -5:) 

и в этом случае НЕ == Я свидетельствует, при истолковании величин 

а; и $; как частот некоторых признаков А, В и их отрицаний, о полной 


|= 


1 
1 — 
независимости А и В, а наименьшее значение Н„, равное теперь $(2 и ) ‚— 


о их полной положительной или отрицательной сопряженности, так 
как оно достигается либо при 


а. = = О’иа. =0,=0 
либо при 
аа=0 ЕО иа,=65.=0. 


9. Неравенство Ингхэма. Неравенство Ингхэма (Т№шоваш) представ- 
ляет видоизменение неравенства Минковского и может быть написано 
следующим образом ((?), стр. 31): если 


Ол ЖП бе 
| У 


и 10 > 


| 
— 
> 

5 
— 
> 


то 
т грек! 
и 5 т 


[ЗУ рьар)" = Гра) °Т, (25) 


причем равенство возможно лишь тогда, когда 
аз == 66, (в= А. у=1,0), 


Наиболее простую форму это неравенство принимает для 


Л Л 
Г=А, $=2, К Е" 


Тогда 
у Ха) = Ху Ха, (26) 


и оно совпадает с неравенством Минковского для г=2. 

Неравенство (25) может быть использовано совершенно так же, как 
неравенство Минковского, и мы не будем более на нем останавливаться. 
Заметим только, что оно может быть полезно в том случае, когда 
величинам а,, можно приписать веса р,4.. 


10. Неравенства между средними различных порядков. Пусть, как 
выше, 


М, (а) = Уж (все а > 0). 


Тогда для 0 г 5 ^осюмы будем иметь 


М, (а) = М. (а), 
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причем равенство возможно лишь тогда, когда все а равны между 
собою. 
Пусть теперь 


_ М, (а) 
"= М. (а) * 
Тогда всегда 
<=. 


причем Г =4 лишь для того случая, когда все а одинаковы. Этим 
числом Г, можно воспользоваться в двух направлениях: как критерием 
равновозможности некоторых событий 


Ат, А ЗА 
которые наблюдены с частотами 
ат, @2, ..., @п, 


или как критерием постоянства некоторой величины Х, принимающей 
положительные значения 
И в ад. 
Равновозможность или постоянство мы будем “иметь тогда, когда 
Г.=1. 
Наиболее простая форма для числа Г получается, когда г=1 и 
$=2. Тогда 


и наименьшего возможного значения Г, достигает для того случая, 
когда одно из значений а; отлично от нуля и все остальные равны 


1 
нулю; оно равно у: Следовательно, более точно, чем было написано 
ъ 


выше, 


1 
—= = = . 
я Д=—4 


2 1 > са 
Случай [= — можно истолковывать как случай краиней неравно- 


Из 
возможности рассматриваемых событий или крайнего неравенства рас- 
сматриваемых неотрицательных величин. 

11. Заключительные замечания. Из огромного запаса аналитических 
О мы рассмотрели только некоторые, которые проще или 
известнее других. Множество других неравенств остаются нерассмот- 
ренными, но и рассмотренные дали нам -ряд новых статистических 
критериев, которые могут иметь разнообразные и важные применения 
в статистических исследованиях. Изложенное выше имело целью только 
иллюстрировать общую мысль, высказанную в самом начале этой 
статьи, и показать возможность построения новых статистических кри- 
териев. Теория этих критериев еще не построена и нужно ее построить, 
чтобы использование их стало рациональным. Нужно также испытать 
их практическую применимость и ценность и провести исследование 
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их относительных качеств, так как они часто применимы к одинако- 
вым проблемам. 


Среднеазиатский гос. университет. Поступило 
Ташкент. 16.ТУ. 1938. 
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В. К. ТУРКИН 


КВАЗИНОРМАЛИЗАТОРЫ И МОНОМИАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе автор применяет построенный им метод квазинормализа- 
торов для получения нового критерия простоты конечной группы. 
$ 1. В работе автора «Офег Опаз!тогтаНзафогей 4ег ЕЛетеп4е т 
еп4аЙсвеп Сгарреп» (1) введено понятие о квазинормализаторе элемента 
конечной группы. Пусть А есть элемент порядка р\ (р— простое число) 
конечной группы @. Совокупность элементов Х той же группы, для 
которых выполняется равенство 


ХАХ "=А", т==1 (той р’) (=<®), 


есть подгруппа группы @©, называемая 1-тым квазинормализатором 
элемента А относительно группы © и обозначаемая через %®. С по- 
мощью понятия о квазинормализаторе автором доказан ряд теорем 
о конечных группах. : 

В настоящей работе доказывается следующая теорема: 

ТЕОРЕМА. Пусть @ есть группа порядка рп (р — нечетное про- 
стое число; р(р-—1) — взаимно просто с п). Пусть А есть элемент 
порядка р* группы ®. Если порядок нормализатора элемента АР" 
относительно группы @® не делится на р*, то группа © имеет нор- 
мальный делитель, порядок которого делится на п. 

Для доказательства этой теоремы * приходится комбинировать методы 
теории квазинормализаторов и методы, основанные на теории моно- 
миальных представлений конечной группы. Исходным пунктом дока- 
зательства является следующая теорема, доказанная автором посред- 
ством метода мономиальных представлений в работе «Оъег НегзеПапе 
ип@ Апуепдапоеп Аег топог1а]еп РагзеПапоеп еп@Пспег Сгарреп» (2): 

Пусть © есть группа и % ее подгруппа. Пусть 


@=9 906, +%63:-+... + 56.. 
Пусть А есть некоторый элемент группы ©. Пусть 
С.А=Н® С, 


* Формулировка этой теоремы приведена автором в предварительном сообщении 
в Докладах Академии Наук СССР, т. 3 (12), 1936. 
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>: 


(Н® — элемент подгруппы 5). Если произведение 
НоН® м НН) 
не содержится в коммутанте подгруппы $, то © имеет нормальный 


делитель. > 
Мы будем пользоваться в дальнейшем следующим обозначением. 


Пусть © есть попрежнему полгруппа группы © и пусть У есть другая 
подгруппа группы @, заключающая в себе ®. Пусть 


(= Г, Г... + Го. 


Пусть 
Г.А =Я® С; 
(Н“ есть элемент подгруппы $). Мы будем обозначать произведение 
НОН®.:. НО 
через 
П (91, 4). 


Во всем дальнейшем изложении @ есть группа порядка реп (р—не- 
четное простое число; р(р— 1) — взаимно просто с п), А-— элемент 
порялка р^ группы @, $ — циклическа подгруппа, порожденная эле- 
ментом А. 

Далее, мы будем обозначать через А; наибольшее значение числа 


Л, при котором 


(1) (4). 
Зы — УС др". 
Очевидно 
А;= А: 1. 
Далее очевидно, что . 
А = Е. 


$ 2. ЛЕММА Т. Пусть © есть отношение порядков групп о и 
и 4 ”,. Тогда 


Пре» 4) = [ПП ь А). 


в КТВ (4) (Е-+—1 
Примечание. Если А, = А—1, то полагаем, что УЕ цвеы = УЕ речь у). 
Докажем эту лемму. Заметим, прежде всего, что выражения 1(5%9, А) 

АР? 
(%:) 
и П (9 ар А) имеют смысл, так как подгруппа 9 (циклическая 
подгруппа, порожденная элементом А) содержится во всех квазинормали- 
(А _ (1 12) 

заторах ы г ‹ 
рах %,„. Мы можем считать, что ое = % дрьг, так как случай 
(%:) о 

а о, тривиален. 

Пусть 
(А 
ЗУ = М, НМ, +... + 5М, 
и пусть М’ есть некоторый элемент квазинормализатора 5%2,.. 
АР 


Пусть 
№! АР" у = ( АРТ" 


7 


где /—одно из чисел последовательности 0,1,2,..., рк--#-1—1, если 
Е—:—^, 120, и ]=0, если АА, 1—0 или КА 4 = 
—= —1 (&—#-—Л, —14 < —4 невозможно). 


в = (1) ыы : 
квазинормализаторе 5“””, можно найти такой элемент У, что 
АВ 
ИЛ 
УТ 14”), 
где о — число, удовлетворяющее сравнению 


ИЕ р 1 о4 А. 


Действительно, квазинормализаторы 


(1;) МТ &—1 
У АР?’ уе о. г. 


АР" 


р 
все различны и, следовательно, индекс подгруппы а относительно 


группы уе „‚ равен 2%” (!). Следовательно, если разложить группу 
р 

о по модулю и. ‚ то каждая смежная система этого разложения 
будет состоять из элементов Х, для которых 

тару -1 ХА к гл р ЖЬ 

и 

-- р —1 (ппо4 и), 

Где 2, 2.,...,2-—1л,— Некоторые определенные числа из последователь- 
ности 0,1,2,.... р—1. Обратно, для каждой системы чисел 51, 2.,..., 
2к—;) Из Последовательности 0,1,2,....р—1 можно найти такую 


р 
смежную систему разложения группы 3 — по модулю $2, чтодля 


АР" 
элементов Х, входящих в эту смежную систему, выполняется условие 
а р’) т ее 1х 1 
о 

ар (по Ве) 
В частности, можно найти такую смежпую систему, что для олемен- 
тов Х этой системы будет выполняться условие 

и) 

(сравнение (1 --]р”) о ==1 (то4 р*-1) всегда имеет решение 0, причем 
2==1 (шор»). 


Итак, пусть У есть элемент квазинормализатора а д» ДлЯ КОТО- 
рого 
УАРу-1— (47°), (1-7) о=4 (той р" 5. 
Обозначим произведение УМ” через №. Тогда 


7-1 


МА’ у (А? р (АР) Е 


Рассмотрим следующую таблицу, составленную из смежных систем: 


№" АМ Л. 

№ А М.М” А ое 

№” Л? УМ." А? о - 

но рт < те ь р я И Я 
№ А М, № А а 
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Пусть 

$М,, М, А, 5,43... МАР" (8, =) 
есть последовательность смежных систем, переходящих друг в друга 
циклически при умножении (справа) на А, и пусть 


М, АР ЗуНа 04” Е. 
Переходим к вычислению выражений п(902 


(#;) 
А? ) 


санной выше таблице М” =1. Тогда смежные системы, входящие в таб- 
лицу, будут являться смежными системами разложевия квазинорма- 


А) ип. › 4). 


А), положим в напи- 


А’ 


Для того чтобы вычиелить выражение П ($ 


лизатора ре по модулю %; при этом каждая смежная система будет 
входить в таблицу р"! раз. 
При умножении (справа) на А элемент №,А* (д  ир”-—4, где М = 


- #+1—8 1 8» 
—=1, 2, 3,....р""”") переходит в элемент М№,А“"". Элемент же М, А?” 
при умножении (справа) на А переходит в элемент 


: ы т то 5. ИЕ 
М, АМ ‘=, А? м №, А® 1р "= АР" У, А 1р°г 


Мы получаем, следовательно, 


Я Ед 5 $Ф 
1 7 
НУР ви У =, 
(2) т=1 Е 
У ) А) = А == А’ . 
43) 
Вычислим теперь выражение П (09 др А). Пусть 
М А. № 


` (25) 18) 
есть полная система вычетов группы 5“ др: 10 модулю уе др: Для 
жлпого с А. ] р г ь (;) 
каждого элемента М; мы можем найти такой элемент У; группы 5 т 
ы А 


Е ; 2+1 
что элемент №; = УМ, будет перестановочен с элементом А? (ем. выше). 
Элементы 
М ©. 


очевидно также и собой полную систему вычетов группы 


11) 
вы по модулю 02 в 


таблицу вместо № все элементы №;. В полученных таким образом с 
таблицах будут содержаться все смежные сиютемы разложения группы 


‚Будем подставлять в написанную выше 


А. 
5‘ им по модулю %; при этом каждая из этих смежных систем будет 


встречаться р'+1 раз. При умножении (справа) на А элемент №, №; А® 


. р ; ^/ ть 
(= 1; 2-2 р+1—1) переходит в элемент №, М; А**", а для олемента 


МА — (1-Е 1) имеем: 
о О. 


Мы получаем: 
ы 


Ф Ф 
1 р’ 
и. РВ из (5—1) ори: 
Зы ан-$ ;. 


Пи А 


РЕ Е 
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Мы получили таким образом, что 


=". 


АБТ? АР? 
Лемма 1 доказана. 


$ 3. ЛЕММА П. Если Е И и ль, то 


АР' 
а 1) 
п (98°, 4)= 1 (9%, 4), 
где с = р (то4 р?). 
Докажем эту лемму. Пусть Е те. Тогда (1) те есть под- 
группа индекса р группы У . Если М есть элемент группы т 


> А 
не содержащийся в о то 


ИИ 
есть полная система вычетов группы и” по модулю и: Оче- 
видно, 
ЭМ, ЭМА, $МА?,.. МАР" 


есть последовательность смежных систем, переходящих друг в друга 
циклически при умножении (справа) на А (по условиям нашей леммы 


А <=:;-1, а следовательно, о = 9%.) при < 9. 
Пусть 
МАМ = (АР). 
Составим таблицу: 


$М° $, М* и: 
МА . 5М,М“А мы 1. 
$М°А* ЭМ, М° А? А 
МАР" ЭММА” ,.. ЗМ, М ‘Ар, 
Напишем такие таблицы для =Е=0,1,2,....р—1. В этих таблицах 


будут содержаться все смежные‘ системы разложения грулпы У 
по модулю %; при этом каждая из этих смежных систем будет встре- 
чаться р’ раз. При умножении (справа) на А элемент М, М*А® (е +0; 
= р:-.1) переходит в элемент №, М‘А”*, а для элемента №, М°АР'’-* 
(= 0) имеем: 
М, МАЕ А = ММА” = М.М" АР М М = М.А М: 
= М, АУ М, М* == АР М Ме. 
Мы получаем: 
>. ры. ВЕ 55] м» №21 ит 
(9х, А) = 4" А А, 
6* 
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Очевидно, 
® = 1 (шо4 р^-1), 


= -Еьр^-* 
(» — целое число). Отсюда 
р —: (1+ ьр^- р = 1-Е рр (шо ьр^ т!) 


(по условиям леммы Ш }—1Ы1, т. е. ). > 2). Следовательно, 


#1 о 
И == р (по4 р ) 
и 
(1—1) (1). 


П (ле ) = ЕО», д) 

где б=р (точ р"). Лемма 1 доказана. 

Заметим, что лемма П справедлива и при /=0, условие № = №: 
в этом случае теряет смысл и должно быть отброшено. 

$ 4. Переходим к доказательству нашей теоремы. Пусть © есть 
группа порядка /|”п (р— нечетное простое число; р(р— 1) — взаимно 
просто с п). Пусть А есть элемент порядка р“ группы © и пусть % 
есть циклическая подгруппа, порожденная элементом 4. Для того 
чтобы группа @ могла быть простой, необходимо чтобы произведение 

ОЕ». ЕО 

(см. $ 1) входило в коммутант подгруппы %. В рассматриваемом нами 
случае $ — абелева группа; следовательно, коммутант % равен 1. 

Нетрудно видеть, что 

Е : (1), 
НФН®, НИ а) 
Действительно, если некоторая смежная система С), не содержится 
(1) 
в квазинормализаторе 5$ ,.»^—, то она должна входить в некоторую 
последовательность смежных систем 
Са, ЭСлчи, $ Сл о ЭС лари, 


переходящих друг в друга циклически при умножении (справа) на А. 
Мы можем положить 


Чаи блики (рае р). 
Тогда НИ) =1 (0 з7= ри 2). Но тогда 
Сл. 9—1 а А. =... 


е оары ы м 
г.е. и НОТ --1. Итак, группа @ может быть простой только 
в случае 
Е (1) 
О. 
Вычислим, прежде всего, 
ь (1 
| (Е, А). 
й ъ (- У эт ‚ © ’ "’]^ 1 
Пусть ЭС’, есть одна из смежных систем, входящих в У. Очевидно, 
(Л = Ас), 


КВ: АЗИНОРМ: АЛИЗАТОРЫ И МОПОМИАЛЬНЫЕ ПРЕДСТ. АВЛЕНИ; 1831 


т. е. /®-=А. Мы получаем, таким образом, что 


(1: 57 
| (Сл эк ЕЕ 1 , 
где 5 есть отношение порядков групп о. И 69). Пусть Е рес, где в 
не делится на р: 
Рассмотрим следующую последовательность квазинормализаторов: 


а. 


Я ь 1—1 у 
У», И ), ...7 “р, 
я не 
У, У о...., 9808, 


(И, 


У АВ [9 


Пусть 9 и % два последовательные (слева направо или сверху 
вниз) члена этой последовательности и т отношение их порядков. 
Пусть = р”/, где у не делится на р (» может быть не равно 1 только 
в случае, если переход совершается сверху вниз). На основании лемм 
Ти П 


п (5%, 4) = (БАТ, 
где с=0 (шо4 и (шо4 р”+!). Отсюда получаем, что если отношение 
порядков групп Я т ги 94“ равно р®Ф, где Ф не делится на р, то 


п (>, А) = Ш (9%, А), 


где &=0 (шоа р®) = 0 (то4 р®1!). Следовательно, 


(0, : 
П (еле, ЗА. 
Группа 6 может быть простой только в том случае, если &2 делится 
на р", т.е. если Сро > А. В этом случае отношение порядков групп 
(1) 
к й ь ь 
У л»"-' и % делится на р". Но порядок группы % равен р^. Следова 
тельно, группа @ может быть простой только в том случае, если поря- 
(1) 
док квазинормализатора 5) .»-1, являющегося нормализатором элемента 
А—1 ь 
АР?” , делится на р*. Наша теорема доказана. 


Научно-исслед. институт математики Поступило 
Московского гос. университета. 1. ТУ. 1938. 
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\У. К. ТОВКЕТХ. 90А$1-МОВМАТЛИА ТОВ АХЬ МОМОМТАГ ВЕРКЕЗЕМТА- 
ТОМУ 
ЗОММАВУ 

[п Ше ргезепь рарег (Бе ай \ог Нп4з а пе\у сгИег1оп {ог а Ппие 
огоир $0 Ъе з1тр1е Бу избе В15 шефо4 о! 4наз1-погтаНтхафюгз (т). 

Геь @ Ъе а огопр о{ ПпЦе ог4ег ап А -^ "еле о{ 1% оЁ ог4ег р^, 
\Ъеге р 1з а ргише. Те $=14} Бе Ме с;*.‘0 я`огоар оЁ @ фогшеа 
Бу Ше еетепф А ап4 135 ромегз. ЕтаПу, 1е. % е < забетоар оЁ 6 
сопба1тше © ап4 1е+ 


= + 5Г, + 9Г.-+... + $Г.. 

У\е Чепойе Бу П (%, А) Ве ргодись 

НФН®...Н ©, 
\Ъеге Н“) 13 Те е]етепф оЁ! &Ве заЪотопр $ Чеегшше4 Бу Фе едиа оп 

Г.А= ИГ... 
И р зап оаа ргипе ап Фе ок4ег оЁ 1е огопр @ 1$ ргише № р-—1 
(Г. 1., ! Ще ог4ег оЁ @ 13 ап са шезег ара р 15 \е 1еаз6 ргаше 
Гас1юг о! 15 ог4ег), {Бе огоар © Баз ап шуаг1ап6 забзгоир, мВеп 

п (5, 4) 4 
(ви 13 1Ве погтаНхафог оЁ Фе ейешепь АР” мИь гезресф 40 Ше 


Зтоир ©). ш ог4ег 40 езйтае Фе ехргезз10п п (9, А) Ще №1По- 


\шя ]еттаз аге ргоуеа: 
2 
а Г. Гош; Ие дио0пет о] фе отаетз ор йе зтоирз ов 
апа 9 


2 ? 
йе, АИ, дур 
П ( Ее. А)=[ ( А 4] 
^; бета йе втеацезф саше ор ® ]ог Мей 
(%), (1) 


Хе = = = Ул” у 
(1) 


БЕММА И. И Уи ‚”’ а 
(4). 


пя” ‚ 4)-= (3 л”, А)], 

®Леге в=р (то4 р?). 

Озля Безе 1елатаз Фе аи\Вог ргоуез Ше {оПомшя 

ТГЕОВЕМ. [её © Фе а стоир 0] ог4аег р”п (р 18 ап 044 ртте апа 
Р(р—1) 1$ рите 10 п). Ге А Фе ап еФетет 0} @® о огаег р". 1} зйе 
ог4ег 0] йе погтайзацог о} йе аетет АР" ФИА гез ресф 10 йе стоир ©} 
гу пор аголя Ще Фу р", Фе втоир © раз ап теамапр зибетоир, козе 
ог4ег 25 ап е 6у п. 


ТАБЛИЦЫ ПРОСТЫХ ДЕЛИТЕЛЕЙ С. А. ХОРОШЕГО 


Самуил Айзикович Хороший представил в Математический институт Академии 
Наук СССР составленные им таблицы для нахождения простых делителей чисел, 
не превосходящих 1000000. С помощью этих таблиц можно сразу найти канони- 
ческое разложение любого числа до 1000000, если оно не имеет однозначных или 
двузначных простых делителей. Если же данное число имеет несколько однознач- 
ных или двузначных делителей, отличных от 2 и 5, то таблицы дают возможность 
сразу найти все различные простые делители, не превосходящие 100. Поэтому, если 
в каноническом разложении данного числа, не делящегося на 2 и 5, высший пока- 
затель, с которым встречаются однозначные или двузначные простые делители, 
есть Х, то каноническое разложение такогс числа по таблицам С. А. Хорошего 
получается при помощи А + 1 приискания. Таким образом, таблицы С. А. Хоро- 
шего имеют известное преимущество по сравнению с существующими таблицами 
для разложения чисел на простые делители (доведенными до 10017 000), где для 
каждого числа дается его наименьший простой делитель. 

При составлении своих таблиц С. А. Хороший основывался на том простом 
факте, что если число разложить в сумму двух слагаемых, найти наименьший 
положительный вычет первого слагаемого по модулю р и наименьший отрицательный 
вычет второго слагаемого по тому же модулю, то число делится или не делится нар, 
смотря по тому, равны или не равны найденные вычеты. 

В конце своих таблиц С. Л. Хороший приложил дополнение, дающее возмож- 
ность находить простые делители, не превосходящие 100 для всех писел, не пре- 
восходящих 101°. 

Математический институт Академии Наук приобрел рукопись таблиц С. Л. Хо- 
рошего и передал ее дия хранения в библиотеку Института. 

С. А. Хоролшй, родивишийся в 1874 г., имеет низшее образование. До 1935 г. 
он работал в Москве, в газетном киоске. 
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